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Les premières questions de chacune des trois premières parties de ce problème sont indépendantes 


« 


des autres parties. Il n’est donc pas obligatoire de commencer l’étude dans l’ordre indiqué, à 
condition d’indiquer la question traitée en respectant l’indexation du texte. 


Les candidats peuvent admettre les résultats d’une question, à condition de l’indiquer clairement 
sur la copie. 


Dans tout le problème, un triangle ABC est la figure déterminée par les trois points À, B, C supposés non alignés. 
Conformément à la tradition, les longueurs de ses côtés seront notées a = BC, b—=CAetc=— AB,et À, B et 
C' sont les mesures en radians, comprises entre 0 et x, de ses angles. 

Les trois premières parties se déroulent dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (O; %, v) associé 
aux coordonnées (x,y) (ou (X,Y)). 


Tournez la page, S. V. P. 
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Première Partie 


Soit ABC un triangle. On note P le projeté orthogonal du point À sur la droite (BC) et D le symétrique du 
point C' par rapport à la droite (AP). 


On dit que ce triangle est pseudo-rectangle en À si | b= ei = 5 
Re re IT 
On précise qu’il est pseudo-rectangle en À, obtus en B dans le cas où B — C — 


1. Montrer que le triangle ABC est pseudo-rectangle en À si et seulement si le triangle ABD est rectangle en À. 


2. Montrer que PA? — PB.FC' si et seulement si le triangle ABC est rectangle en À ou pseudo-rectangle en À. 


3. Montrer que le triangle ABC est pseudo-rectangle en À si et seulement si son orthocentre est le symétrique du 
point À par rapport à la droite (BC). 


4. Soit À le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC. Montrer que PB + PC = 2R si et seulement si ABC 
est rectangle en À ou pseudo-rectangle en À. 


5. Montrer que le triangle ABC est pseudo-rectangle en À si et seulement si la droite (AP) est tangente au cercle 
circonscrit au triangle ABC. 


6. Dans le plan complexe associé au repère orthonormé direct (O; %, vd). on note «, Ü, 7 les affixes des points 
non alignés À, B, C. 


(a—8)(a—7) 


(B- pour que le triangle ABC soit pseudo-rectangle 


a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 


en À. 


b) On suppose 8 = —7 = ei4. Déterminer l’ensemble (E1) des points À du plan tels que le triangle ABC soit 
pseudo-rectangle en À. 


c) On suppose 8 = —+ — 1. Déterminer l’ensemble (E2) des points À du plan tels que le triangle ABC soit 
pseudo-rectangle en À. 


d) Par quelle transformation géométrique simple passe-t-on de (Æ2) à (E1) ? 


Deuxième Partie 


1. Soit (a,b,c) un triplet de réels strictement positifs. Établir l’équivalence des conditions suivantes : 


(i] il existe un triangle ABC pseudo-rectangle en À et obtus en B tel que AB = c, BC’ =aet CA =D; 
[ii] 2 — €? = a V6? + c?; 
li] il existe deux réels p et 0 vérifiant p > 0, 0 < 0 < ï et a = p cos 20, b = p cos ô et c = p sin6. 


Ces conditions étant réalisées, montrer que 0 mesure l’un des angles du triangle ABC. Comment peut-on 
interpréter géométriquement p ? 


hs 


2. Soit ABC un triangle pseudo-rectangle en À, obtus en B et dont les longueurs des côtés sont des nombres 
rationnels ; soit p et Ü les deux réels définis au 1. lüi]. 


Dans cette question, on pourra utiliser sans justification les formules trigonométriques suivantes vérifiées par tout 
réel @ pour lequel tan 4 est définie : 


0 
a) Montrer que p est rationnel et en déduire que tan 2 est rationnel. Soient p et q les entiers strictement positifs 
0 
et premiers entre eux tels que tan > ee 
q 

b) Vérifier que 0 < p < (V2 — 1) et établir l'existence d’un rationnel strictement positif r tel que 

a=r(p° — 6p°q" + 4°), 

b=r (q* En p°), 

c = 2pqr (p° + q°). 


3. Montrer réciproquement que les formules du 2. b) définissent les longueurs des côtés d’un triangle pseudo- 
rectangle en À, obtus en B et dont les longueurs des côtés sont rationnelles. 


4. a) Soient p et q deux entiers strictement positifs premiers entre eux. Déterminer le plus grand diviseur commun 
aux trois entiers p4 — 6p?q°? + q*, q® — p*, 2pq (p? + q°) (on discutera suivant la parité de p et q). 


b) Décrire les triplets d’entiers (a, b,c) tels qu’il existe un triangle ABC, pseudo-rectangle en À obtus en B, tel 
que AB = c, BC =aet CA = b. 


5. Résoudre dans N° l'équation x?(y? + 2?) = (y? — 2?)?. 


6. Résoudre dans Q°” l'équation æ°(y° + 2?) = (y? — 2°)?. 


7. Résoudre dans N° l'équation x?(y? — 22)? = (y? + 22)$. 


Troisième Partie 


Soit H la courbe définie par x > 1 et y = V x? — 1. Soient À un point de H et (r,s) le couple de ses coordonnées. 
On note À l’aire de la partie du plan définie par les relations 1 < x < r et y? < x? — 1. 


1. Calculer À en fonction de r et de s (on pourra par exemple effectuer une rotation du repère d’angle —x/4). 


2. Le but de cette question est de retrouver le résultat précédent en utilisant une méthode dont le principe remonte 
à Fermat, sans doute peu après 1658 : « De æquationum localium transmutatione et emendatione ad ultimodam 
curvilineorum inter se vel cum rectilineis comparationem, cui annectitur proportionis geometricæ in quadrandis 
infinitis parabolis et hyperbolis usu » (Œuvres complètes, Tome I, pages 225-285). 


Soit n un entier naturel non nul et uw un réel positif tel que u” = r + s. Pour tout entier k entre 1 et n, on 
considère le trapèze rectangle Ty (éventuellement réduit à un triangle) dont le côté oblique est le segment ayant 
pour extrémités les points de coordonnées (u*—1,0) et (u*,0), dont les bases ont pour pente —1 et dont l’un des 


k—1 Lyl—k 
angles droits a pour sommet le point de # d’abscisse ; 


Tournez la page, S. V. P. 
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a) On définit bien ainsi, pour chaque valeur de k, un unique trapèze Ty (réduit à un triangle lorsque k = 1) : 
illustrer par un croquis. 


2 
b) Pourquoi peut-on conjecturer que la somme des aires de ces trapèzes admet 


comme limite lorsque n 


tend vers l'infini ? 
c) Démontrer la conjecture précédente en utilisant une autre suite de trapèzes combinée à la première. 
d) Retrouver la valeur de À. 


3. Soient B et C' les points de coordonnées respectives (1,0) et (—1,0) et À un point de coordonnées (x, y) avec 
x >0 et y > 0 tel que le triangle ABC soit pseudo-rectangle en À. 


On note S l’aire du triangle ABC et S' l’aire de la partie du plan constituée des points de la plaque triangulaire 
définie par le triangle ABC dont les coordonnées (X,Y) vérifient Y? < X? — 1. 


(1 
Etudier une éventuelle limite lorsque x tend vers l’infini du rapport —- 


S 


Quatrième Partie 


. Le ss] A # . Tr — 1 2 
Cette partie se déroule dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct (O; u, v , w) associé aux coordonnées 
(x, y, 2). 


Dans le plan d’équation z = 0, soit (C') le cercle de centre © et de rayon 1 et soient T et P deux points distincts 
tels que la droite (TP) soit tangente au cercle (C') en T. Soient B et C' les intersections de la droite (OP) avec le 
cercle (C') et (D) la droite perpendiculaire au plan d’équation z = 0 passant par P. 


1. a) Montrer qu'il existe deux points À et 4’ appartenant à la droite (D) tels que les triangles ABC et ABC 
soient pseudo-rectangles respectivement en À et 4’; donner une construction simple de ces deux points. 


b) Montrer que les coordonnées de ces deux points vérifient l'égalité x? + y? = 2° + 1. 
2. Soit (H) l’ensemble des points À et 4’ quand T'et P varient. 

a) Quelle est l'intersection de l’ensemble (Æ) avec un plan orthogonal à w ? 

b) Quelle est l'intersection de l’ensemble (H) avec un plan contenant la droite (O; w) ? 
c) Montrer que l’ensemble (A) est inclus dans une réunion de droites que l’on précisera. 


3. On s'intéresse dans cette dernière question aux points entiers de l’ensemble (A), c’est-à-dire aux éléments de 
(H) dont les trois coordonnées sont des nombres entiers. 

a) Soit (x,y,z) le triplet des coordonnées d’un tel point. Montrer que x ou y est impair. 

On note désormais S l’ensemble des triplets (x,y,z) d’entiers naturels strictement positifs tels que x est impair 


et r?+y = 2 +1. 


b) Soit d un entier strictement positif fixé. Démontrer que l’ensemble des éléments (x,y,z) de S tels que 
PGCD(x + 1,y+ 2) = d est l’ensemble vide si d est impair et un ensemble infini si d est pair. 


c) Soit m un entier naturel impair supérieur ou égal à 3. Combien y a-t-il d'éléments (x, y, z) de S tels que x = m ? 
Déterminer ces éléments lorsque m = 3, 5, 7, 9. 
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Corrigé abrégé 


Première Partie 


1. Le triangle CAD étant isocèle de sommet À, on dispose des congruences entre angles de droites : 
(BC, BA) —- (CA,CB) = (BD, BA) + (DA, DB) = -(AB, AD) (modulo 7) 


valables dans tous les cas de figure (il n’y a donc pas à discuter selon la position de B). 


2. Si ABC est rectangle en À, la relation PA? = PB.PC est bien connue. S’il est pseudo-rectangle en À, alors 
ABD est rectangle en À et la même relation donne le résultat car PD = PC. 


Réciproquement, la non-nullité de PA montre que PB.PC n’est pas nul, et que la droite (BC') n’est pas 
perpendiculaire à (AB). Elle coupe en un point C” la perpendiculaire à (AB) issue de À, qui vérifie l'égalité 
PA? = PB.PC' d'où PC = PC". Si C’ = C, alors ABC est rectangle en A. Sinon, C” = D et ABC est 
pseudo-rectangle en À d’après le 1. 


3. Soit H le symétrique de À par rapport à (BC). Il appartient à la hauteur issue de À dans le triangle ABC 
et en est l’orthocentre si, et seulement s’il appartient aussi à celle issue de B, donc si BHD est rectangle en H 
puisque ACHD est un losange, donc si, et seulement si, 4 BC est pseudo-rectangle en H et son symétrique ABC 
pseudo-rectangle en À. 


4. Le réel R est aussi le rayon du cercle circonscrit au triangle ABD, puisque AB — 2Rsin ACB et 


ÀÂCB = ADB. Donc si ABC est rectangle, on a PB + PC = BC = 2R et, s’il est pseudo-rectangle, on 
a PB + PC = PB + PD = BD —=2R d’après le 1. 


Supposons réciproquement vérifiée l'égalité PB + PC =2R. 


a) Si P appartient au segment [BC1, alors BC = 2 R et le centre du cercle circonscrit étant le milieu 7 de [BC 
le triangle ABC est rectangle en À. 


b) Sinon, le point C par exemple appartient au segment [PB] d’où BD = PB + PD = PB+PC =2R, ce qui 
implique comme au a) que ABD est rectangle en A puisque R est aussi le rayon de son cercle circonscrit, et donc 
que ABC est pseudo-rectangle en À. 


5. Il existe une solution presque évidente de cette question si l’on utilise la notion de puissance qui ne figure pas 
explicitement dans les programmes du lycée. On peut l’éviter en utilisant le 4. En effet : 


a) Si (AP) est tangente en À au cercle circonscrit à ABC, le point P est strictement extérieur à [BC] et ABC 
n’est pas rectangle. Si l’on note Q le centre de son cercle circonscrit, le quadrilatère APIQ est un rectangle, d’où 
PB+PC=2PI—=2AQ0—2R,et ABC est pseudo-rectangle en À. 


b) Réciproquement, P est strictement extérieur à [BC], d’où 2PI = PB + PC = 2R = 2Q4A et le trapèze 
rectangle AP1Q, qui a son côté oblique AQ de même longueur que son côté droit PI, est un rectangle. La droite 
AP étant perpendiculaire à QA est donc tangente en À au cercle. 


D nm B,-C et 


6. a) Si ABC est direct, des arguments respectifs de . 


3-8 8-3" (8 — y}? 


BC + 7, nombres à multiplier par —1 si ABC est indirect. Il en découle que ABC est pseudo-rectangle en 


_6— 


À si, et seulement si, ce dernier argument est égal à _. donc si, et seulement si, tee est imaginaire 
pur. l 
 , plat) et - eg his) 
SB—=—-y—=e1 = —— et à = x +iy, on trouve = — - » et 
_— V2 . (B-7} 18 ñ 
(E1) qui possède 2 xy — 1 comme équation cartésienne est une hyperbole équilatère. 
4 _ 2 __ 22 2, 2. 1 9; 
c) Si B = —-y=1et à = x +iy, on trouve Co RC = ° p ne” Eee et (E2) possède 


(8—7) 48 4 
x? — y? = 1 comme équation cartésienne. 
d) Comme (Æ2) est l’image de (E1) par la rotation de centre O et d’angle — D c’est également une hyperbole 


équilatère. 


REMARQUE II existe d’autres caractérisations des triangles pseudo-rectangles en À, comme par exemple PA? — 
PB.PC, (C'A) est une bissectrice de (C'B,CQ), (AQ) et (BC) sont parallèles, le centre du cercle d’Euler 


appartient à (BC), les bissectrices de (AB, AC) font avec (BC) des angles de mesure + D AP = R cos À, 
cos À = 2sin B sin C, AB? + AC? = BC? + 4PA?, [AB? - AC?| = 2RBC, ABAC = 2R°cos À, 
cos À 2 etc (voir aussi la partie suivante) 
= ——— voir aussi rtie suivante). 
AB? + AC? . 


Il existe également d’autres caractérisations des triangles rectangles ou pseudo-rectangles en À, comme par exemple 
1 


D D 2 2 2 
sin B +sin C =1, AB + AC* =4R° et 2: + 40 — 


Deuxième Partie 


a a 
1. a) fi] = lü] : si B et C ont pour coordonnées respectives Co 0) et (-: _. 0) et si l’ordonnée de À est positive, 


elle est égale à la fois à b sin C etàcsin B d’après les relations AIRES dans les triangles ne ACP . 
ABP. Toujours pour la même raison, son abscisse est égale à b cos Ê = 5 et à c cos (x D ) + 5 = csin C + n 


DS 


cos C sin © 


En résultent les égalités a = b cos C -csin C etbsin C =csin B , puisb=a —> C=a — et 
cos 2 C cos 2 C 
enfin b? — © = ab? + e2. 
_—. ; ..… :  . = 3 À > 7 À 
REMARQUE On peut aussi faire de la trigonométrie à partir des relations évidentes B — 4 2° 1 0 


S 


et À < 5 qui donnent à, b et c en fonction de R et de A. 


b) lü] = lüi] : puisque b > c > 0, il vient la représentation polaire b — p cos 0, c = p sin 0 avec p > 0 et 0 < 9 < D 
b? 2 


— — p cos 26. 
Vb? + c2 F 


puis a = 


c) [üi] = li] : reprenant le repère du a) et en définissant le point À comme ayant L et p sin # cos 0 pour coordonnées, 


on trouve que a, b et c sont bien les longueurs des côtés du triangle ABC. Les coordonnées des vecteurs BÀ et 


T 
CÀ montrent qu’ils font avec l’axe des abscisses des angles de mesures respectives n + 0 et 0, d’où le résultat. 


7 
REMARQUE On peut aussi utiliser la question 6. c) de la première partie. 


d) On vient de voir que 0 = C. Comme 4 R? = b? + ©? = p?, l'égalité p — 2 R (diamètre du cercle circonscrit) en 
résulte. 


1— tan? 0 
2. a) Puisque tan0 — " ce nombre est rationnel, ainsi que cos 20 — de et il en va de même pour 
an 
sin 4 
P = = » cos — — et sin 0 = “ On dispose alors de la relation tan — — a e Q. 
cos 20 p p 2 l1+cosô 


b) Posant 4 = . il vient aussitôt tan © = V2 — 1 et l'encadrement 0 < p < q(V2 — 1). Les égalités de l’énoncé 


sont claires si l’on pose 4 — 3 et r = p(p? +q°}°. 


3. On vérifie aussitôt que b et c sont strictement positifs ; pour a, c’est un peu plus long, mais il suffit de décomposer 
pt —6p°q° + gt = [p? — (V2 — 1)?q?][p? — (V2 + 1)?q?] et d'utiliser l'encadrement de p. Enfin la vérification de 
l'égalité b? — c? = a V/b? + c? est mécanique. 


4. a) Soit D le plus grand diviseur commun aux trois nombres p? — 6 p?q° + q*, q* — p* et 2 pq (p° + q°). Montrons 
qu'ils n’admettent aucun diviseur commun premier impair. En effet, ce nombre diviserait pq(p? + q°), mais 
non p (puisqu’alors il diviserait g* et donc q), ni q pour une raison analogue ; il diviserait donc p? + q° et 
pt —6p°q° + q° —(p°? +q°)? = -8p?q° ce qui ne se peut. Donc D, comme tous les diviseurs communs étudiés, est 


de la forme D = 25. 


Si pet q n’ont pas la même parité, D est donc égal à 1 puisqu'il divise le nombre impair q* — p*. 


Si p et q sont de même parité, donc impairs, un raisonnement classique montre que 8 divise p? — 1, q? —1, 4 (pq —1) 
et donc 2 pq (p? + q°) — 4, ce qui montre qu'il ne peut diviser 2 pq (p° + q°) et que D < 4. Mais 4 divise 2 (p? + q°), 
g —p?,q"—p" et (q° — p°)?, donc chacun des trois nombres considérés, d’où finalement D — 4. 


b) Nous savons qu'il existe un quadruplet d’entiers positifs (p, q,n, d), avec p et q premiers entre eux comme n et 


d, tels que 
n n n 
ap -6pa +), b==(d-p), c=+(2p9)(p +4) 
et0<p<q (V2 — 1). Puisque a, b et c sont entiers, d qui est premier avec n est un diviseur commun aux trois 
nombres p? — 6 p°q° + q*, 4 — p* et 2pq (p° + q°). Il en résulte que d — 1 si p et q sont de parité différente, et que 


d est égal à 1, 2 ou 4 s’ils sont tous deux impairs. 


Comme ces quadruplets assujettis aux conditions nécessaires que l’on vient d’exhiber conviennent visiblement, 
nous avons donc complètement déterminé les triangles pseudo-rectangles en À et obtus en B à côtés entiers. 


n 
REMARQUE On voit que l’on peut remplacer dans les formules précédentes le rationnel réduit 1 par un rationnel 


N 
de la forme D € N entier arbitraire et D égal à 1 ou 4 selon le cas. 


On peut même avoir toujours 1 au dénominateur à condition d’accepter de permuter les formules donnant b et c 
P 1] P P 


: : ; pre “ + : As 
et changer a en —a. En effet, si p et q sont impairs, les égalités p' — = et q — ! 5 : conduisent aux égalités 


a=-N(p#-6p°g?+q"),b= N(2p'g)(p°? +q?) et c= N (g*—p*) (ici 0 < g' (V2 —1) <p' < g'). 


5. L'ensemble des solutions de l'équation diophantienne æ°*(y° + 2?) — (y? — 2°)? est évidemment l’ensembles des 
entiers côtés de triangles pseudo-rectangles en À et obtus en B si l’on pose a=x,b=yetc=zoua—x,b=2 


et c = y selon le signe de y — z. Il est donc défini par des formules absolument analogues à celles de l’énoncé, 
dédoublées pour tenir compte de la remarque précédente. 


ne 


6. Il suffit de remarquer que, par homogénéité de l’équation, tout triplet rationnel solution est obtenu en multipliant 
par un rationnel strictement positif arbitraire tout triplet entier solution défini à la question précédente. 


7. La résolution de cette dernière équation (que l’on pourrait d’ailleurs également regarder dans le corps des 


T 
rationnels) est tout à fait analogue. Donnons seulement les grandes lignes. On pose ici p > 0, 0 < 8 < 2 avec 


T 0 
0 2’ d’où x = al Ici encore, on peut poser tan — P avec 0 < p < q (forme réduite) ce qui conduit aux 
q 
relations " ” . 
2e +e), y= sd -p)lp-6pg +9 2= 7 (@p9)lp" -6p° 9 + 


avec — = —— na 2 554 Un travail analogue sur les diviseurs communs aux trois numérateurs mis 
__ d  (p+@)lpf-6p9 +dl Le 

ainsi en évidence montre que d = 1 si p et q sont de parité différente, et peut prendre les valeurs 1, 2, 4 ou 8 

s’ils sont tous deux impairs, avec D = 8. On peut aussi faire des remarques analogues à celles qui concluent la 


question 4. 


Troisième partie 


1. La rotation indiquée par l'énoncé consiste à remplacer le couple (x,y) des coordonnées avant rotation en le 
T+Y Y—-X 
couple ( > —— 
V2 V2 
Elle transforme # en l’arc de l’hyperbole équilatère d’équation 2 xy = 1 défini par x + y > V2 et y—x > 0. 
L’aire À à calculer est celle de la partie du plan définie par V2 < x + y <rvV2et 2xy > 1, traduction exacte des 
anciennes relations 1 <x<ret y <x?—1. 


) où (x, y) représente maintenant le couples des coordonnées du même point après rotation. 


z .æ2 : Le: : Tr —Ss r+s 
Le réel À est donc la différence entre l’aire définie par le nouvel axe Ox, les droites x = —— et x — 


v2 v2 
(abscisses des points d’intersection de la droite x + y = r V2 et de l’hyperbole 2xy = 1) et la droite y + x — rv2, 
et l’aire définie par les trois mêmes premières droites et l’hyperbole. On trouve aussitôt À = r +s—In(r +s). 


2. a) Faire le croquis demandé. On notera que les coordonnées des sommets du côté oblique du trapèze Ty sont 
k—1 1—k ,,k—1 1—k k 1—k ,,k 1—k 
u +u üu — 4 U'+u U' —U ë L à 
( , ) t ( g , g ) - Le premier appartient à # et le second 


est situé en dessous de cette courbe (c’est-à-dire que son ordonnée est strictement inférieure à la racine carrée du 
carré de son abscisse diminué de 1) si u > 1, c’est-à-dire si r > 1). 


respectivement 


b) Soit X la partie définie par 1 < x et 0 < y < V x? — 1, d’aire À, à laquelle on ajoute la plaque triangulaire 
2 
ABC où B et C sont les points de coordonnées respectives (r,0) et (r + 8,0), d’aire — L’aire de X est alors 


1 
5 (A+ s?). Or la construction géométrique du a) montre que les trapèzes T} sont deux à deux disjoints (sauf s'ils 


correspondent à des indices différents de 1 auquel cas leur intersection est réduite à un segment). La somme de 
leurs aires est donc inférieure à celle de X d’après les propriétés habituellement admise des aires planes, et tend 
vers l’aire de X si n tend vers l'infini, d’où l’explication demandée. Ce n’est toutefois qu’une conjecture, faute de 
connaissances précises sur les aires. 


REMARQUE Tous les cours d’intégration présentent la notion de sommes de Riemann d’une intégrale (1854), qui 
servent notamment à donner des valeurs approchées d’une aire. Si l’on donne souvent, à la suite de Cauchy (1821), 
l'exemple de sommes associées à des points formant une suite arithmétique, il est très rare d'évoquer l’un de leurs 
ancêtres directs où la suite est géométrique. C’est pourtant grâce à elles que Fermat, comme le rappelle l’énoncé, 
a réussi à calculer quelques intégrales importantes. Cette partie du problème montre comment elles auraient pu le 
conduire à reconaître dans les logarithmes de John Napier (1614) l’outil nécessaire pour calculer les aires comprises 
entre un arc d’hyperbole équilatère et ses asymptotes. 


_9— 


c) Une démonstration possible d’une partie de cette conjecture consisterait à considérer d’autres trapèzes rectangles 
du même type, mais dont les côtés droits seraient cette fois-ci strictement extérieurs à #{ sauf pour un sommet 
qui, lui, serait sur #. Alors l’aire de X serait encadrée par deux sommes finies, dont il est facile de voir qu’elles 
définissent des suites adjacentes. On sait qu’alors ces deux suites ont une même limite ; que cette limite soit 
l’aire de X repose sur une définition de l’aire d’une partie non polygonale du plan, dépassant le niveau de la 
classe de Terminale, mais très proche d’une intuition raisonnable qui aurait évidemment suffi à des hommes tels 
qu’Archimède ou Fermat (leurs œuvres le prouvent). C’est d’ailleurs par des suites adjacentes analogues que l’on 
détermine “élémentairement” l’aire d’un disque circulaire ou d’un segment de plaque parabolique. 


d) Reste donc à calculer l’aire S4, d’un trapèze T4 et à les sommer. Les calculs sont mécaniques et donnent 

= 2n 27 1 2 —1 — 1 
respectivement Sy — — QE Met be = 71 n° 5 — (ea n° SR On en déduit 
que 2 S — $? = rs — n(u — 1). Le nombre À est donc égal, si la conjecture est vraie, à rs diminué de la limite au 
voisinage de l'infini de n(u—1)=n(ÿr+s-—1). 


etma _ 


1 
Soit a = r +s. Le réel ay, = n(at/" — 1) s'écrit encore y posant t — —, qui tend vers 0. La dérivation 
n 


de l’exponentielle montre que n(a/ nr — 1) tend donc vers In a = In(r +5), ce qu’il fallait démontrer. 


de. ’ à ; . _ u—1 # 
Les trapèzes évoqués au c) ont presque les mêmes aires, puisqu'elles s’écrivent sous la form S} — (a? ue. 


: 4 
ue =) - Que les sommes des aires de ces trapèzes forment une suite adjacente à la précédente résulte facilement 


des calculs ci-dessus à partir de la limite de la suite n (u — 1). 


REMARQUE La remarque selon laquelle In a est la limite de la suite de terme général a, peut donc parfaitement 
servir de point de départ à une théorie de la fonction logarithme népérien indépendante de l'existence d’une 
primitive pour toute fonction continue (quoique cette partie montre justement comment relier les deux). On peut 
ainsi montrer que, au moins pour a > 1, cette suite est décroissante et minorée, et que sa limite À (a) vérifie 


1 
les égalités À (=) — — In(a) et la relation fonctionnelle À (ab) — X(a) + À(b) pour tout couple (a,b) de réels 


In a 
strictement positifs. La majoration In a < a: pour a > 1 donne aussitôt la limite de —— quand a tend vers l'infini 
a 
etc. 


3. On sait par le 6. c) de la première partie que À se trouve sur la partie # de l’hyperbole équilatère 
d’équation y? — x? — 1. L’aire $ du triangle est évidemment égale à y — V/x2 — 1. L'aire S’ de la portion 
de la plaque triangulaire formée de ses points dont l’ordonnée vérifie Y < VX? — 1 est égale à 2° diminué 


— 1 
de l’aire d’un triangle rectangle de côtés parallèles aux axes et d’hypothénuse [ BC1, égale à @- by. Par suite 
! 


S' = = [y+1n (x+4y)] et déterminer une éventuelle limite du rapport 5 4u voisinage de l’infini revient à déterminer 


2 
In ( z+ Var? 1) 


x? —1 


une éventuelle limite de - Or la très élémentaire majoration In a < a montre que le nombre 


.….Mm(vz+vr-1) .. z+vax?—1 nn pe : 
positif est majoré par {/———;, lui même majoré par qui tend vers 0. Il en 
x? — 1 x? —1 x? —1 
1 
résulte qu’une telle limite existe, et qu’elle est égale à 9 


Quatrième partie 


1. a) Notons dès le départ que l’énoncé, qui ne dit pas comment distinguer B de C', est néanmoins cohérent 
puisque si un triangle AC est pseudo-rectange en À, il en va de même pour le triangle AC'B. La question 2. de la 
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première partie et le fait que P soit extérieur au segment [BC] montre qu’une condition nécessaire et suffisante 
s'écrit PA? = PB.PC. La théorie de la puissance d’un point par rapport à un cercle, ou la considération des 
triangles TPC et BPT semblables d’après la congruence (modulo 7) d’angles de droites (T P,TC) = (BP, BT), 
ou un calcul analytique élémentaire montrent que PB.PC = PT. Il en résulte que l’on trouve exactement deux 
points solutions sur (D), définis par PA = PA" = PT, donc tels que les droites (T'A) et (TA) parallèles à (0; ©), 


T T 
qui existent puisque P n’est pas sur le cercle, fassent des angles de mesures 4 ou —3 avec le plan d’équation 
z = 0. 


b) Il suffit d'écrire x° + y? + 2°? = OA? = OP? + PA? = OP? + PT? =20P? - OT? =2(x° +y°) —1. 


2. a) La réciproque de la propriété qui veint d’être démontrée est presque vraie : tous les points tels que 
x? + y? = 2? + 1 appartiennent à H, sauf ceux pour lesquels z — 0 (le cercle de diamètre [BCT). En effet, 
pour tout point À de cette forme avec z 0, il est immédiat de construire sa projection orthogonale P, puis l’un 
des deux points T' possibles et le couple (B, C') associé, et de vérifier que la construction de l’énoncé redonne bien 


À. 


L’intersection demandée est donc l’ensemble vide si ce plan passe par O, et le cercle de centre (0,0, h) et de rayon 
[h| si ce plan a pour équation z = h £ 0. 


b) Ici T, B et C sont fixes. D’après la fin de la première partie, l'intersection demandée est formée des points 
d’une hyperbole équilatère privée de ses deux sommets, c’est-à-dire justement des points B et C!. 


c) La question précédente vient de montrer que tout point À appartenait à une droite passant par un point du 
T 
cercle et faisant un angle de mesure — ou son opposé avec le plan d’équation z = 0. Inversement tout point d’une 


telle droite, sauf celui de cote nulle, convient comme on le voit en considérant sa projection orthogonale P comme 
nous venons de le faire au a). Par suite # est bien inclus dans la réunion de ces droites. Il n’en diffère que par 
leurs points de cote nulle. 


On aurait également pu remarquer que la surface d’équation x? + y? — 2? + 1 est la réunion des droites définies 
par le couple d’équations ( +1=dX(y+z), z—y= À(x— 1)), ainsi que celle des droites définies par le couple 
d'équations (x —1=p(y+2), z—y=u(x+1)). 


REMARQUE On appelle ces droites des génératrices ; leur réunion, qui est la surface d’équation æ? + y? = 2? +1, 
est le plus simple des hyperboloïdes de révolution à une nappe. 


3. a) Si x et y étaient tous deux pairs, il existerait un entier z dont le carré soit de la forme 4k — 1, ce qui est 
impossible (il doit être multiple de 4 ou de la forme 8h + 1). 


b) Puisque x et y jouent le même rôle, la précision de l’énoncé est sans influence sur le problème posé. Ici x +1 
est donc pair ; il en est de même de x? — 1 et donc de 2? — y?, et donc de z — y et z + y qui sont de même parité. 
Par suite d doit être multiple de 2. 


æ+1 z + | . 2 : 
Supposons donc d = 2 — = à Ÿ. Les entiers strictement positifs a et b sont premiers entre eux et 
a 


vérifient les égalités 2 Ga (2 6a — 2) = x? — 1 = 2°? — y? — 26b(26b — 2y). Simplifiant par 46, le théorème de GauB 
montre qu’il existe un entier relatif c vérifiant Üa — 1 = bc et Ôb—y = ac, soit x — 20a—1, y = 0b— ac, z = 0b+ac. 


Réciproquement, l’entier strictement positif 4 étant connu, pour tout entier strictement positif a, on peut 
décomposer l’entier a — 1 sous la forme bc où b et c sont entiers strictement positifs (la seule exception serait 
pour Ô = a = 1, mais il suffirait alors de prendre a > 1). Les triplets (x,y,z) donnés par les formules ci-dessus 
sont tels que &? + y? — 2? — 1 — 46a (ôa — bc — 1) — 0. Les nombres x et z sont visiblement strictement positifs ; 
si y est négatif, ce qui est possible comme le montre l’exemple 0 = 3, a = 3, b = 2 et c = 4, correspondant à 
(17, —-6, 18), il suffit de le remplacer par —y pour obtenir un élément de S. Comme il existe une infinité de choix 
pour a conduisant notamment à une infinité de nombres x, l’ensemble étudié est infini. 


—1 1 


c) Soit donc x — m > 3. Notons que l'équation x? — 2? + 1 est impossible car elle équivaudrait à z — 0 et x — 1; 
y n’est donc pas nul. Posons m = 2 p + 1. Cherchons d’abord le nombre de couples solutions (m, y, 2) avec z > 0 
et y de signe quelconque. Si N est le nombre de diviseurs de p+ 1, c’est aussi le nombre de couples (6, a) d’entiers 
strictement positifs tels que m = 20a — 1. Si N' est le nombre de diviseurs de p > 1, c’est aussi le nombre de 
couples (b,c) d’entiers strictement positifs tels que p = bc. Il existe done NN' quadruplets (5, a,b,c) d’entiers 
positifs tels que m — 2 0a — 1 et Ôa — bc — 1. 


Il faut étudier si deux quadruplets distincts (ô,a,b,c) et (8’,a',b',c') peuvent conduire à des couples (y,2) et 
(y',z') égaux. Si c’est le cas, l'égalité z — y = 2’ — y! implique ac = a’c'; en combinant avec be = b’c, il vient 
ab! = a’b. Le théorème de GauB s'applique puisque da — be = 6'a — be’ = 1; il implique a = a et b’ — b, d’où 
8 —éetc = c. Il existe donc NN’ couples (y, 2) solutions distincts avec z > 0 et y Z 0. 


Il est évident, en regardant les formules, que les choix 6’ = a, a’ — 8, b! — cet c’ — b donnent un quadruplet 
convenable très analogue à (6,a,b,c), puisqu’alors x! = x = m, y = —y et z' — z. Puisque le nombre y est 
différent, ces deux quadruplets sont distincts. Il n’y a pas d’autre façon d’obtenir les relations y! = —y et z/ — x, 
car elles conduisent à l'égalité y + 2! = z — y, soit encore d’b! — ac, et l'égalité bc — b'c' implique alors 6’b = ac’. 
Le théorème de Gau8 s’applique encore et montre qu’il existe un entier k tel que d’ — ka et c = kb’. On en déduit 
que 1 = (p+1) —p = À(aa’ — bb'), d'où À = 1, c’est-à-dire 0’ = a et c’ = b, puis a — 0 et b = c. 


Finalement les N N' quadruplets (6, a, b, c) possibles peuvent être regroupés exactement deux par deux pour donner 
! 


le même z et la même valeur absolue à y. Il existe donc solutions dans N° satisfaisant à x — m, où N et N’ 


sont respectivement les nombres de diviseurs de p + 1 et p (notons, bien que cela ne soit pas indispensable, qu’un 
nombre de diviseurs n’est impair que si, et seulement s’il s’agit d’un carré parfait : ce qui ne peut effectivement 
être le cas à la fois pour p et pour p +1). 


A 


Pour m = 3, on trouve p=1, N —2,N'=1et 


— 1. La seule solution est (3,1,3), le seul quadruplet est 


(2,1,1,1); on pourra vérifier que, conformément à la théorie ci-dessus, (1,2,1,1) donne la solution (3,—1,3) à 
rejeter. 


NN' 
Pour m = 5, on trouve p = 2, N —2, N'—=2et — 2. Les deux solutions sont (5,1,5) et (5,5,7), les deux 


quadruplets sont (3,1,1,2) et (3,1,2,1). 


L 


Pour m = 7, on trouve p = 3, N —=3, N'—2et — 3. Les trois solutions sont (7,1,7), (7,4,8) et (7,11,13), 
les trois quadruplets sont (4,1,1,3), (2,2,3,1) et (4,1,3,1). 


A 


Pour m = 5, on trouve p = 4, N —2, N'=3 et — 3. Les trois solutions sont (9,1,9), (9,8, 12) et (9,19,21), 
les trois quadruplets sont (5,1,1,4), (5,1,2,2) et (5,1,4,1). 


REMARQUE On peut se demander quels sont les triplets entiers (x, y, z) situés sur une génératrice de l’hyperboloïde. 
a 
Un calcul immédiat montre que À et u sont obligatoirement rationnels, et même de formes réduites respectives 5 


1 _ 
F Les points entiers d’une génératrice, par exemple du type . : — = À = n ont des coordonnées du 
y+z x— 
type x = xo +2 k ab, y = yo + k(b? — a?) et z = 29 + k (b? + a?) où k est un entier arbitraire, et forment donc une 
1 _ 
suite arithmétique. Une génératrice du type L a : — = u = =: contient de même les points entiers dont les 
y+z x 

coordonnées sont du type & = æ1 +2hcô, y = y1 + h(6? — c?) et z = 21 + h (6? + c?) où h est entier. Si l’on peut 
prendre (x1,Y1,21) = (xo, Yo, z0), le point qui a ces triplets comme coordonnées est alors le point d’intersection 
À+y 1—)yu 2 1+Au 

, — 20 — * 
Ra a pu 


et 


des deux génératrices, et zo = 


REMARQUE On voit que, pour l'équation diophantienne æ? + y? — 2? = 1, les solutions ne peuvent se définir de 
façon aussi simple que pour celles de la deuxième partie, puisque les quatre paramètres qui apparaissent dans la 
solution générale sont nécessairement liés par une relation de Bachet-Bézout et sont donc loin d’être arbitraires. 
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Le problème comporte deux questions préliminaires dont les résultats sont utiles tout au long 
du problème, et cinq parties ; les quatre premières sont très largement indépendantes les unes 
des autres. Il n’est donc pas obligatoire de traiter systématiquement les questions dans l’ordre de 
l’énoncé, à condition d’indiquer clairement la question traitée en respectant l’indexation du texte. 


De même, pour poursuivre, les candidats peuvent admettre les résultats d’une question, à condition 
de l’indiquer clairement sur la copie. 


Tournez la page, S. V. P. 


9. 
Le problème étudie des configurations du plan rapporté à un repère orthonormé (O,ü,%). On pourra aussi se 
placer dans le plan complexe associé, i étant l’affixe du point de coordonnées (0, 1). 


On appelle triangle tout ensemble de trois points non alignés du plan. 


Questions préliminaires 


1. Soit ABC un triangle et M un point quelconque du plan. Montrer que : 
MA -BC +MB CA +MC - AB =0 
En déduire que les trois hauteurs du triangle ABC sont concourantes en un point A appelé orthocentre de ce 


triangle. 


2. Soit ABC un triangle, Q le centre de son cercle circonscrit et H le point tel que AH = QA +0B +QAC. 
Démontrer que H est l’orthocentre du triangle ABC. 

Étant donnée une partie X du plan, supposée non incluse dans une droite, on note H(X) l’ensemble des 
orthocentres des triangles dont les sommets appartiennent à X. 


On dira qu’une partie X du plan est orthocentrique si elle n’est pas incluse dans une droite et si H(X) est 
inclus dans X, c’est-à-dire si tout orthocentre d’un triangle de points de X appartient à X. 


Première partie 


1. Déterminer les parties orthocentriques à 3 éléments. 
2. Déterminer les parties orthocentriques à 4 éléments. 
3. Soit X un ensemble de quatre points d’un cercle et Y = H(X). 
a) Montrer que Y se déduit de X par une transformation simple. 
b) Déterminer H(Y). 
4. à) Soit Fun cercle de rayon strictement positif; déterminer H(T). 
b) Soit D un disque de rayon strictement positif; déterminer H(D). 
Deuxième partie 
Dans cette partie, R est un nombre réel strictement positif, n est un entier au moins égal à 2 et X est l’ensemble 
des 2n sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle de centre © et de rayon À. 
On considère l’ensemble T des triangles dont les sommets appartiennent à X. On choisit au hasard, avec 
équiprobabilité, un élément de 7. 
1. Quelle est la probabilité de choisir un triangle rectangle ? 
2. Quelle est la probabilité de choisir un triangle dont les trois angles sont aigus ? 
3. On note L la variable aléatoire qui à tout élément de T associe le carré de la distance de © à son orthocentre. 
Déterminer, en fonction de n et À, l’espérance de la variable aléatoire L. 
Troisième partie 
1. Soit a, b, c trois réels tels que a(b — c) Z 0 et À, B, C' les points de coordonnées respectives (0, a), (b,0), (c, 0). 
Calculer les coordonnées de l’orthocentre D du triangle ABC. 
2. Soit X la partie obtenue en prenant la réunion d’une droite À et d’un point M n’appartenant pas à A. 
Déterminer H(X). Montrer que H(X)U X est une partie orthocentrique. 
3. Soit X une partie orthocentrique incluse dans la réunion des axes (O, ü) et (O, ©) et contenant au moins trois 
points de (O, ü) distincts de O. 
a) Montrer que X contient au moins trois points de (O, ü) d’abscisses non nulles et de même signe. 
b) Montrer que X contient au moins trois points de (O, ü) d’abscisses strictement positives. 
4. a) Déterminer les parties orthocentriques finies, contenant au plus cinq points et incluses dans la réunion des 
axes (O, ü) et (O,ü). 


hs 


b) Soit X une partie orthocentrique incluse dans la réunion des axes (O, à) et (O, ü) et contenant au moins six 
points. Montrer qu’il existe deux suites (x,) et (x!,) de réels non nuls telles que, pour tout entier n, les points de 
coordonnées (x,0) et (x°,,0) appartiennent à X, et telles que 


lim æ, = +00, lim x/, =0. 
Nn— 00 n— 00 


Une partie orthocentrique incluse dans la réunion des axes (O,üù) et (O,ü) et contenant au moins six points 

peut-elle être finie ? 
Quatrième partie 
L'objectif de cette partie est la construction de parties orthocentriques remarquables. 
1. Soit k un réel non nul et soit Y l’hyperbole d’équation xy = k. 
— —— 

a) Soit À, B, C’, D quatre points distincts de Ÿ, d’abscisses respectives à, b, c, d. Montrer que AB et CD sont 
orthogonaux si et seulement si abcd — —k?. 

b) Soit À, B, C trois points distincts de Y, d’abscisses respectives a, b, c. Déterminer l’orthocentre de ABC. 

c) Montrer que Ÿ est orthocentrique. 
Dans toute la suite de la quatrième partie, on considère un entier relatif non nul q et on note X l’ensemble 
d'équation x? + qæy — y? = 1. 
2. a) Montrer que l'équation #? — qt — 1 possède deux racines réelles distinctes. Montrer que ces racines sont 
irrationnelles. 


Dans toute la suite de la quatrième partie, on note r et r” ces deux racines et s la similitude définie par la 
représentation complexe z + (1—ri)z. 


b) Montrer que s(X) est une hyperbole, d’équation xy = k, où k est un réel à déterminer. En déduire que X 
est un ensemble orthocentrique. 
3. Soit G l’ensemble des points de X à coordonnées entières et l l’ensemble des abscisses des éléments de s(G). 

a) Vérifier que l est l’ensemble des nombres réels de la forme x + ry, où x et y sont deux entiers tels que 
Ce + ry)(x + r/y) = 1. 

b) Montrer que —1 € T ; montrer que r° ET. 

c) Montrer que le produit de deux éléments de Test élément de let que l'inverse d’un élément de T est élément 
de l. Montrer que l possède une infinité d’éléments. 
4. Déduire de ce qui précède que l’ensemble G des points à coordonnées entières de X est une partie orthocentrique 
infinie. 

Cinquième partie 

On note YA l’hyperbole d’équation xy = 1 et Y5 l’ensemble d’équation xy = 0, c’est-à-dire la réunion des axes 
(O, ü) et (O, d). 
On admet le résultat suivant : 
« Étant donnés quatre points À, B,C' et D du plan, il existe une similitude s telle que s(A),s(B),s(C) et s(D) 
appartiennent tous à Y, ou bien appartiennent tous à Yo ». 
Soit 49, Bo, Co et Do quatre points, trois à trois non alignés, et soit Xo = { 4o, Bo, Co, Do}. 
On définit par récurrence X,,41 = H(X,) pour tout entier naturel n. On suppose qu'il existe un entier n strictement 
positif tel que X, = X, et on note m le plus petit entier ayant cette propriété. 
1. Montrer que m = 1 ou m = 2. 


2. Déterminer les ensembles X, tels que m = 1, puis ceux tels que m = 2. 


Corrigé 
Questions préliminaires 


1. On développe : 
MA -BC +MB -CA + MC : AB =MA - BC + (MA +AB)-CA +(MA + AC ):AB 


=MA - (BC +CA +AB)+AB .CA +AC AB  =0 
ss, aa / ———_ , — 
—_ — ,— — 
0 AB (C'A + AC) 
de mé 
0 


Remarquons d’abord que comme l’on envisage seulement des triangles non aplatis, les hauteurs sont deux à deux 
concourantes. De l’égalité précédente, on déduit que si A est l’intersection de deux des hauteurs du triangle, deux 
des produits scalaires de la somme précédente sont nuls ; le troisième est donc nul aussi et le point H est situé 
sur la troisième hauteur du triangle. Conclusion : les trois hauteurs sont concourantes en H. 


2. AH =QH —- NA =QB +0C', donc 


AH -BC = (AB +0C):(0C -QB)=QC7-QB*=0. 
(AA) est donc la hauteur issue de À et, de même, (BH) est la hauteur issue de B et (C'H) la hauteur issue de 
C', donc H est l’orthocentre du triangle ABC. 
On peut, à la suite de cette démonstration, faire deux remarques : 
eindépendamment de la question 1., cette question 2. démontre l’existence de l’orthocentre d’un triangle ; 
e par unicité, la relation QH = QA +QB +QC caractérise l’orthocentre À du triangle ABC. 


Première Partie 


1. Parties orthocentriques à trois éléments : les trois points forment un triangle dont l’orthocentre doit être 
l’un des sommets ; c’est donc un triangle rectangle et l’orthocentre est le sommet de l’angle droit. 


2. Parties orthocentriques à quatre éléments : soit { A, B,C, D} une partie orthocentrique à quatre éléments. 
Par définition, ces quatre points ne sont pas alignés. 

eSi trois des quatre points forment un triangle ABC non rectangle, le quatrième point est nécessairement 
l’orthocentre D de ce triangle. Dans ce cas, tous les triplets inclus dans {4, B,C', D} forment un triangle non 
rectangle et À est l’orthocentre du triangle BCD, B est l’orthocentre du triangle ACD et C'est l’orthocentre du 
triangle ABD. 

e Sinon, trois éléments quelconques pris parmi les quatre forment un triangle rectangle ou sont alignés et il y a 
au plus un sous-ensemble de trois points alignés. 

— Premier cas : tous les triplets inclus dans { A, B,C, D} sont formés de points non alignés. Dans ce cas ABD, 
ACD et BCD sont des triangles rectangles. Il ne peut y avoir deux angles droits ayant le même sommet (sinon 
trois des points seraient alignés). Il y a donc un angle droit en chacun des quatre points qui forment donc un 
rectangle. 

— Second cas : trois des points sont alignés, par exemple B,C, D. Les triangles ABC, ABD et ACD sont 
rectangles. Il y a au plus un angle droit de sommet À (puisque B,C' et D sont distincts) et au plus un point parmi 
B,C' ou D qui est sommet d’un angle droit. Comme il y à trois angles droits, l’un est en À et les deux autres ont 
pouur sommet le même point pris parmi B,C ou D, par exemple D. Dans ce cas, le triangle ABC est rectangle 
en À et D est le pied de la hauteur issué de A. 

En résumé, les réciproques étant immédiates, les parties orthocentriques à quatre éléments sont : 
e l’ensemble formé des sommets d’un triangle non rectangle et de son orthocentre ; 
e l’ensemble des quatre sommets d’un rectangle ; 
e l’ensemble formé des sommets d’un triangle rectangle et du pied de la hauteur relative à l’hypoténuse. 


3. a) Si X — {A,B,C, D} est inclus dans le cercle de centre et de rayon À, on pose V = QA +0B +Q0C +QD 
et on désigne par H1, Hp, Ha et H5 les orthocentres respectifs des triangles BCD, CDA, DAB et ABC, donnés 
par les égalités : 


OH = NE 100 QD. As =04 00 É0D.: He =0A LOB LOD..  OHr = QAR AC, 


_9— 


On peut donc écrire : QH4 =V —-Q0A, OHp =V -QB, QHc =V —-QC et QHpn =V —-OQD, d’où, en 
1 
posant (7 = OV 4H =—1A, IH =-I1B, I1HG =-IC, IHp —=-I1D ce qui montre que H1, HB, 


Hc et Hn se déduisent respectivement de 4, B, C'et D par une symétrie de centre TI et Y = H(X) se déduit 
de X dans cette symétrie. 


b) Les points H4, Hp, Hc et Hp composant Y sont situés sur le cercle de centre Q’ et de rayon R (avec 
— > 
IQ = IQ ). H(Y) est donc le symétrique de YŸ par rapport à L’ où 


1 j 
QT = (HA +O'Hr + Ho +%'Hn)=-5(0A +QB +QC +QD)=-QI = 01 


donc l'=Iet | H(Y)=X 


4. a) Si Test le cercle de centre { et de rayon R, pour tous points distincts À, B et C de T', l’orthocentre H du 
triangle ABC vérifie |QA || < |QA || +||QB || + AC | = 3R (l'inégalité est stricte puisque les points À, B et C 
ne sont pas alignés). Montrons réciproquement que tout point du disque ouvert de centre Q et de rayon 3R est 
l’orthocentre d’un triangle inscrit dans le cercle T. Soit A tel que IQ | < 3R. 


eSi À — Q, on prend pour ABC un triangle équilatéral inscrit dans le cercle T' et H est le centre, donc 
l’orthocentre de ABC. 


 — _ OH — _ 
eSi H Æ Q, prenons un repère orthonormé (Q; 4 , j ) tel que à = ———— de sorte que QH — hi (avec 
ler . 
h > 0). Choisissons pour À le point défini par ®A = Ri puis prenons K tel que QK =QH —-QA =(h—R)i. 


La médiatrice de [AK] est à une distance 


< R de { donc coupe le cercle l'en deux points B et C. D’après 


lh — A] 
2 


la construction du parallélogramme, QK =QB +QC donc QH =QA +QB +0C et H est l’orthocentre du 
triangle ABC. 


H(T) est donc le disque ouvert de centre { et de rayon 3. 


b) Le texte ne précise pas, à dessein, si le disque est ouvert ou fermé, car le résultat est le même dans les deux 
cas : H(D) est le plan tout entier. Montrons qu’en fait si l est un cercle de centre et de rayon À > O0 et si 
X =TU{Q}, alors H(X) est le plan tout entier. Soit en effet une demi-droite [Qx) d’origine Q, 0 €]0,x/2[, B le 


point du cercle l tel que (Qx, QB) = 0 [2x] et C le symétrique de B par rapport à la droite Qx). 


L'orthocentre du triangle Q BC est le point A de la droite (Qx) situé sur la perpendiculaire menée de B à (AC). 


20 
Un calcul élémentaire montre qu’il a pour abscisse A(0) = = 2 Lorsque 0 croît de æ/2 à 37/4, h(0) décroît 
co 


de + à 0 donc prend, par continuité, toute valeur réelle positive, et H décrit la demi-droite [Qx). L'ensemble 
des orthocentres des triangles de type 0 BC où B et C sont sur le cercle l est donc l’ensemble des points des 
demi-droites d’origine Q, c’est-à-dire le plan tout entier. 


Deuxième Partie 


2n(2n — 1)(2n — 2 2n — 1)(2n — 2 
1. Le nombre des triangles dont les sommets appartiennent à X est HONOR ) = ren Aer ), Un 


de ces triangles est rectangle si, et seulement si, deux de ces sommets sont diamétralement opposés . Pour avoir 
un triangle rectangle, il faut donc choisir une paire de deux points diamétralement opposés (il y en a n) puis un 
troisième sommet parmi les 2n — 2 points restants. Il y a donc n(2n — 2) triangles rectangles dont les sommets 
sont dans X et la probabilité qu’un triangle pris au hasard dans 7 soit rectangle est donc 


3 3 


ARE RS nesn lot 


2. Il est plus facile de dénombrer d’abord les triangles ayant un angle obtus. Un tel triangle peut être noté sans 
ambiguïté ABC, avec À, B et C dans le sens trigonométrique et l’angle obtus en B. Si À’ est le point opposé par 
le sommet à À, le triangle ABC est obtus en B si, et seulement si, C est entre À et 4’ et B entre À et C. Pour 
le choix de À, il y a 2n possibilité. Ce choix étant fait, on peut numéroter les sommets Mi, M, ..., M du 


n— 


polygone dans le sens trigonométrique en prenant M = À. Alors C peut être en M;, avec 3 < j < net B en M4 
avec 2 < k < j — 1. Le nombre de paires {B,C'} vérifiant les conditions précédentes est 


“ (n—1)(n 2) 
) 2) +2dis bn? 
22° 


? 


2 


et le nombre de triangles obtusangles est n(n — 1)(n — 2). Le nombre de triangles acutangles dont les sommets 
appartiennent à X est donc : 


— — 2 — 1 — lj(n —2 
n(2n Der PR ne de Mass here et, 
et la probabilité de choisir un triangle acutangle est : 
n(n—1)(n—2)., 3 Es n—2 
6 n(2n—1)(2n—2) | 2(2n—1) 


3. En situation d’équiprobabilité, on est amené à calculer d’abord la somme $ des OH? étendue aux orthocentres 
H des N triangles M M2MB de T. Or : 


2 2 2 2 
OH =OM +OM +OM3 +20M OM +20M - OM3 +20M3 OM: 
= 3R? +20M, - OM +20M2 - OM3 + 20M: - OM 


Finalement, S — 3N R? +2 D (ü, 3) )OM; OM; , où g(i, j) désigne le nombre de triangles de T ayant parmi 
1<i<j<2n 


leurs sommets M; et M;. Pour le troisième sommet, il reste 2n — 2 choix possibles donc u(i,j) = 2n — 2. On a 


S 2(2n — 2 > 
donc E(L) — = SR? + 28822) Da OM; - OM; . Mais 
1<i<j<2n 


2 2n 
= ES 2 = = 
= (5 0) =N OM; +2 Ÿ OM; -OM; =2nR+2 Ÿ. OM; :OM;, 
1 i=1 1<i<j<2n 1<i<j<2n 
donc2 Ÿ OM; -OM; =-2nR? et 


1<i<j<2n 


E(L) = 3R?+ (2n —2) x ANR?) = 3R2(1 — )= 3(2n — 3) po 


2n — 1 2n — 1 


3 
n(2n — 1)(2n — 2) 


Troisième partie 


1. La hauteur issue de C à pour équation b(x — c) — ay = 0 et l’orthocentre D, à l'intersection de cette droite et 


- ; b 
de l’axe (0,Ÿ), a pour coordonnées x = 0 et y = ne 


a 


2. Les orthocentres des triangles MBC où B et C sont deux points distincts de À sont sur la hauteur issue de M 
qui est la perpendiculaire D menée de M à À. Sans diminuer la généralité, on peut prendre comme droite A la 
droite (0, &) et comme droite D la droite (0, ü). Si M à pour ordonnée a l’ensemble des ordonnées des orthocentres 


—bc 
des triangles M BC est l’ensemble des nombres réels s’écrivant —— où b et c prennent toutes les valeurs réelles 
a 
distinctes : c’est donc l’ensemble des nombres réels et H(X) = D. Il est alors immédiat que H(X) U X = AUD 
est orthocentrique puisque H(A U D) = AU D. 
3. a) Supposons qu’il y a sur (O,ü) deux points B1 et B2 d’abscisses b1 > 0 et b2 > 0 et un point C d’abscisse 
c < 0. Comme X, orthocentrique, n’est pas inclus dans une droite, il y a un point A; sur (O,ÿ) d’ordonnée non 
bb: 
nulle a;. Le point 42, orthocentre du triangle A; B; B2 est aussi sur (O, Ÿ) et a une ordonnée non nulle a2 = ee 


ai 
du signe contraire de celui de a. Notons d’ailleurs que A: est l’orthocentre du triangle A2 B; B2:. Supposons, pour 


== 


fixer les idées, que a > 0 et a2 < 0. L’un des deux triangles A1C'B1 ou AC'B2 est non rectangle en A; donc 
a son orthocentre A3 sur (O,ÿ) avec une ordonnée a3 > 0. Supposons que A1C'B1 est non rectangle et a pour 


c 
orthocentre A3, donc a3 = TT, avec a? Z —cb. L'un des deux triangles B1 4243 où B>A2A3 est non rectangle 


ai 
au point B;. Son orthocentre B3 est sur (O,ü) avec une abscisse b3 > 0. 
1 | — cb: ÿ —b;1b cb1b2 


ca a _ : ae Z b2 puisque a? £ —cb1. 
1 


1 — cb —b; bo 
X X 
bo a a1 


esi B3 est l’orthocentre de B1 4243, b3 — 


esi B3 est l’orthocentre de B2A2A43, b3 — 


cb? . 9 
F2 Æ b1 puisque ai Æ —cb:. 
1 


3. b) Montrons symétriquement que, dans le cas étudié au 3. a), il y a trois points de X sur (O,üù) d’abscisse 
strictement négative. D’après le travail fait au 3. a), il suffit de montrer qu’il y en a deux : ce sont Cet l’orthocentre 
de celui des deux triangles C'A; 42 et C'A2A3 qui est non rectangle en C. 


4. à) Parties à trois points : {O, À, B}, avec À sur (O, ü) distinct de O et B sur (O, d) distinct de O. 
Parties à quatre points : deux points À et C sur (O, ü) et deux points B et D sur (O, ü) avec trois configurations 
possibles : 

1 Aucun des points n’est en © et C est l’orthocentre de ABD. 

2 C'est en O et le triangle ABD est rectangle en À. 

3 ABCD est un carré (rectangle dont les diagonales sont perpendiculaires). 
Parties à cinq points : on a vu que s’il y avait dans une partie orthocentique X incluse dans la réunion des axes, 
trois points, sur l’un des axes, distincts de O il y avait en fait au moins sept points dans X. Si une telle partie 
X a exactement 5 points, l’un est donc ©, qui est lui-même l’orthocentre de tous les triangles dont il est l’un 
des sommets et d'aucun autre (puisque pour les autres triangles, il est sur l’un des côtés sans être un sommet). 
Les parties orthocentriques à 5 éléments sont donc les parties {O, À, B,C, D}, où {A,B,C;, D} est une partie 
orthocentrique à 4 éléments du type 1 ou 3. 


4. b) Si X à au moins six points il en à au moins trois sur l’un des deux axes en dehors de © donc, d’après la 
question 3. au moins trois sur (O, &) d’abscisse strictement positive, soit B(b,0), C(0, c) et Mo(0, x) avec 0 < b < c. 
Il y à aussi un point A(0, a) de X sur (O, ©) d’ordonnée a > 0. 
On définit successivement dans X, A1(0,a1) orthocentre de ACM5, puis Mi(x1,0) orthocentre de AA; B. On a 
@1 = met et æ1 = Cr. 
a 
Si on suppose définis dans X, pour 1 <k <n—1, Az(0, ax) comme orthocentre de ACM,-_1 et My(xx,0) comme 
k 
orthocentre de AA4B avec xx — (=) zo, on peut définir dans X, 4, (0,a,) comme orthocentre de ACM,_1 puis 
n—1 n 
Mh(tn,0) comme orthocentre de A4, B, avec ay — 255$ (:) T0; PUIS Ln = (5) zo. Comme c > b, la suite 
a 
(æn) tend bien vers +oo. 


Si on considère un point À’ sur (O,ÿ) d’ordonnée strictement négative a” et si on désigne par M!(x!,0 
P ; P n\n) 


a 
l’orthocentre de AA’'M,, on a, en posant & = —aa’ > 0, x, = — — 0 lorsque n — oc. 
Ln 


Quatrième partie 


Si. —> k  k\/k k bcd + k?2 
1. a) AB CD =(b-a)d-0+(5-=)(5-7)=(@- (4-0 »x° _. d'où le résultat, 
— b 
b) Il existe un unique point de Y d’abscisse d = Pre le point D d’ordonnée Le D'après a), (DC) est 


abc 
perpendiculaire à (AB) ; symétriquement, (DB) est perpendiculaire à (C'A) et (DA) est perpendiculaire à (BC) 
donc D est l’orthocentre du triangle ABC. 

c) D’après b), l’orthocentre d’un triangle dont les sommets sont dans Y est dans Ÿ donc Ÿ est orthocentrique. 


a 
2. a) Le discriminant À — q° + 4 est strictement positif et l'équation a deux racines distinctes. Si le rationnel nu 


où a et b sont des entiers non nuls premiers entre eux, est racine de l'équation, a? — qab — b? = 0, donc b divise a 


a 
et a divise b soit, en fin de compte, ee +1 donc qa = 0, ce qui est contradictoire puisque q %# 0. 


Fe 


gtva +4, _ ave +4 
2 : 2 
b)Sis:ær+iye x +iy,onaz +iy = (1-—ri)(x +iy), donc = x +ryet y = —rx + y. On a alors : 


On peut prendre, mais cela n’a pas d'importance r — 


d'y =(e+ry)(re + 9) = rt — 22) + (1 r°)oy 
=r( _ #) — qriy puisque r2—gr—-1=0 
=r(g 2? —qry+1l)-7r 


de sorte que g° + gay — y? =1 x'y =-—r | et s(X) = Y, avec k = —-r. 


La similitude conserve l’orthogonalité donc les orthocentres des triangles et X image par la similitude s7! de 
l’ensemble orthocentrique Ÿ est donc orthocentrique. 


3. a) Cela résulte de l'expression de x’ donnée au 2. b) et de l'égalité (x + ry)(x + r'y) = 2°? +(r +r')xy + rr'y? = 
2° + qxy — y?, conséquence de r + r/ = q et rr! = —1. 

b) —1 correspond à (x,y) = (—1,0) qui vérifie les deux expressions et r? à (x,y) = (1,q) qui vérifie aussi les 
deux expressions puisque 1 + gr = r? et (1 + qgr)(1 + gr’) = 1 + q(r + r') + q?rr” = 1 + q? — q? = 1. 


c) (1 + ry1)(to + ry2) = date + r(diye + rogi) + r'yiYe = Tito + Yiyo + r(tiYe + tou + quiYe) = X +rŸ 
avec X et Y entiers. De plus (X +rY)(X +r'Y) = (21 + ry)(xe + ry2)(a + r'y1)(xo + r'yo) = 1. 


Da ARE z+r/y Re es 
e même, = FN 0 Le LTYTY 
T+ry  (c+ry)(c+ry)  x?+qzy —y 
1 
et (t+y—ry)(x + y — 77) = Ce) 


T est stable par produit et contient r?, donc contient tous les r°”, n € N. Comme q € Z et q Z 0, [g| > 1 et 


= ÉRNG TES yire 
_ 2 + D 


r 1 : la suite des r?" est infinie, donc aussi . 


4. L'ensemble G est infini, puisque F l’est. Si A1 = (x1,y1), A2 = (x2,y2) et A3 = (x3,y3) sont trois points de 
X, s(A1), s(42) et s(43) sont trois points de l’hyperbole YŸ d’équation xy = —r, d’abscisses respectives x1 +ry1, 
za + ry2 et &3 + rys appartenant à l. D’après la question 1. b) l’orthocentre K du triangle s(A)s(B)s(C) est le 
nd 

point de Ÿ d’abscisse x — - 

(1 + ry1)(æ2 + ry2)(xs + rys) 
D'après la question 3. c), comme —1, r?, æ1 + ryn, 2 + ryo et x3 + ry3 appartiennent à T, x appartient à T. 
L'orthocentre du triangle A1 4243 est le point H de X tel que s(H) = K (par conservation de l’orthogonalité par 
similitude). Comme Pabscisse de s(H) est dans l, H est dans G. 


Conclusion : G est un ensemble orthocentrique infini. 


Cinquième partie 


Après similitude, on se ramène à deux cas : 
cas 1 : {4o, Bo, Co, Do} € Yi cas 2 : {4o, Bo, Co, Do} € Yo 


cas 1 

1. Soit ao, bo, co, do les abscisses respectives de 45, Bo, Co, Do, qui définissent quatre triangles B5Co Do d’orthocentre 
A1, AoCo D d’orthocentre B;, A5BoD d’orthocentre C1 et A5 BoC9 d’orthocentre D;. On note a;,b1,c1,d1 les 
abscisses respectives de A1, B1,Ci, Di. 


On définit ensuite de la même manière 4, Br, Cn, Dn (d’abscisses a», bn, En, dn) orthocentres respectifs des quatre 
1 1 


triangles dont les sommets sont dans X,,_1. On à ay = — - et de même Gn = — ———, 


bocodo L bn—1Cn-1dn—1 
: : : : ao bo Co do 
Si On POSE Pn — An0nCndn AVEC, pour simplifier p = po, on obtient : ay — UE » C1 = » di = 
P P D P 
An— bn (ES dn— 
et, plus généralement : ay = ue bn — —, En = — 7 _ dn = LE 
Pn—1 Pn—1 Pn—1 Pn—1 
On a donc p1 = p * et, plus généralement, p, = pts) . Il y a périodicité si, et seulement si, il existe ke N, k> 0 
tel que p4 = 1. Les seuls cas possibles sont p = 1 qui correspond à une période m = 2 et p = —1 qui correspond à 


une période m = 1. 


eSim=l, {Ao, Bo, Co, Do} est orthocentrique. 

eSim = 2, montrons que Ao, Bo, Co et Do sont cocycliques (on se trouve alors dans la situation étudiée au 3. de 
la première partie. On remarque d’abord que { A1, B1, C1, Di} sont les symétriques respectifs de { 40, Bo, Co, Do} 
par rapport à ©. Si on considère le centre Q du cercle circonscrit au triangle A5 BoCo, comme son orthocentre est 
D;, on à AoQ + B5Q + Con = D: = ON — OD: = OQ + OD5 =20N — DoQ ; d’où : 


A0® + Bo + Co + DA = 200 


De la symétrie de cette expression, on déduit que B5Q + C0 + D5Q = AA donc, puisque À; est l’orthocentre 
du triangle BoCo Do que Q en est le centre du cercle circonscrit. Les quatre points sont donc cocycliques ; la 
réciproque à été faite au L.3.b). 

Note : Pour un triangle donné ABC, d’orthocentre A, il y a un unique point Q tel que AQ + BQ +CQ = HQ : 
c’est le barycentre des points pondérés (4,1), (B,1), (C,1), (H,—1) et c’est donc d’après la seconde question 
préliminaire le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 


cas 2 

Si trois des points appartenaient l’un des axes, X, aurait au plus trois Iments donc X2 au plus un et il ne pourrait 
y avoir priodicit. C’est donc que deux des points sont sur (O, ü) et deux sur (O, v, aucun des points n’tant en ©. 
On part donc de Ao(ao, 0), Bo(bo, 0), Co(0, Co) et Do(0, do), avec aobocodo Æ 0. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2004 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des copies. 


Le problème comporte six parties qui sont très largement indépendantes. 


Il n’est donc pas obligatoire de traiter systématiquement les questions dans l’ordre de l’énoncé, à condition 
d’indiquer clairement la question traitée en respectant l'indexation du texte. 


De même, pour poursuivre, les candidats peuvent admettre les résultats d’une question, à condition de l’indiquer 
clairement sur la copie. 


Partie I : une famille de cercles tangents 


Dans le plan, soit À un point et À une demi-droite d’origine À. 


1- On considère trois cercles l'1, l2, l'3 de même rayon r non nul, de centres respectifs O1, O2, O3 distincts et 
alignés dans cet ordre sur la demi-droite À. Le cercle l', passe par À et le cercle l'2 est tangent aux cercles 
et l3 


Les diamètres des cercles l1, F2, la sur la demi-droite À sont notés respectivement [AA:;], [A1 42] et [4243]. 


D 


l lé, B3 


Par le point À, on mène une droite (AD) tangente en D au cercle 3. 
a) Montrer que la droite (AD) coupe le cercle T2 en deux points distincts B et C. Calculer la longueur BC. 
b) Montrer que les droites (BA) et (C'A2) sont sécantes ; on note P leur point d’intersection. 


Montrer de même que les droites (C'A1) et (BA2) sont sécantes ; on note Q leur point d’intersection. 
Que peut-on dire de la direction de la droite (PQ) ? 


2- Plus généralement, on considère un entier n strictement supérieur à 1 et n cercles l1, l2, ..., F, de 
même rayon r strictement positif, de centres respectifs O1, O2, ..., O, distincts et alignés dans cet ordre sur la 
demi-droite À. Le cercle l, passe par À et, pour tout k > 1, le cercle l'} est tangent au cercle ly_1. 


Les diamètres des cercles l1, lo, ..., l, sur la droite À sont notés respectivement [A4:], [4142], ...,[4,_14,]. 


D 


r, F, r, r 
Par le point À, on mène une droite (AD) tangente en D au cercle l,. Montrer que, pour tout k entier tel que 
1<k<n—1, cette droite coupe le cercle l'y en deux points distincts Bz et Cx (on remarque que B1 = À). 
a) Calculer la longueur B;C% en fonction de n, de k et de r. 
Dans toute la suite du problème, on prend r = 1. On pose L(n, k) — ByCx. 


b) Montrer que pour que L(n, k) soit rationnel il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : 


(C1) il existe a € N tel que n(n — 1) — k(k — 1) = 4a? 


Partie IT : étude d’une surface 


> = ; ; ; 
L'espace est rapporté à un repère orthonormé (O; 4, JR ). Les coordonnées (respectivement l’abscisse, l’or- 


donnée et la cote) d’un point sont notées x, y et z. 


% U 


On considère l’ensemble Y des points M de coordonnées (x, y, 2) vérifiant 


= ax — 1) — y(y—1) 


1- Soit À un réel et P, le plan d’équation x = À. 


Montrer que l’intersection de Y et de P, est un cercle C\ dont on déterminera, en fonction de À, le centre et le 
rayon. 


1 1 
2- Soit 1 le point de coordonnées G: à 0) et (d) la droite passant par Î de vecteur directeur 3. 
Montrer que la droite (d) est un axe de symétrie de X. Déterminer et dessiner l'intersection de Z et du plan 
d’équation y = “à 
3- Reconnaître la nature de l’ensemble Y. 


4- Soit un entier n strictement supérieur à 2 et un entier k tel que 1 < k < n — 1. Montrer que L(n,k) est 
rationnel si, et seulement si, les points de © d’abscisse n et d’ordonnée k ont pour cote un nombre entier pair. 


Partie III : étude d’une limite 


À partir de la configuration étudiée au 1.2, on définit À, comme la proportion du segment [AD] 
n—1 


située à l’intérieur des cercles (T;), pour 1 <k <n—1. Ainsi, on a y = 2D ÿ BrC%. 
k=1 


1- Calculs d’intégrales 


On définit la fonction f, de [0,1] dans R, par : pour tout x € [0,1], f(x) = | Vi1i-t#?dt, 
0 


puis la fonction F, de Lo, : dans R, par : pour tout x € Lo, | F(x) = f(sin x). 
a) Montrer que la fonction F est dérivable et calculer sa dérivée, notée F”. 
b) Montrer que, pour tout x dans Lo, | F(x) = | cos? t dt. 
0 


2 2 
c) Sans chercher à calculer les intégrales, démontrer l'égalité | cos”? (t) dt — | sin’(t) dé et en déduire la 
0 0 
valeur commune des deux intégrales. 


1 
T 
d) En déduire que À 1/1 — t? dt = À : interpréter géométriquement ce résultat. 
0 


DES . k k-—1 
2n — 1 n n—lil 
k=1 


2- a) Montrer que pour tout n > 2, À, = 


=) k k—1 2 & 


b) Montrer que si n > 2 et 1 € k<n, on a: ( < 1< 
n n— 


nm n 


k 
c) On pose Jh,x = | V1-—t2dt. 
k=1 


Montrer que pour des valeurs convenables de n et k, que l’on précisera, on a : 


/ k—1 k 
Nlnk41 < A/1- — nl 
à n—ln è 


3- Démontrer, à partir des résultats des questions 1 et 2 ci-dessus, que la suite (X,) est convergente et calculer 
sa limite. 


Partie IV : étude de la condition (C:) 


On considère deux entiers n et k tels que 1<k<n—1. 


1- On pose p — 2n — 1 et q — 2k — 1. Montrer que le couple (n, k) vérifie la condition C; si, et seulement si, 
(p, q) est un couple d’entiers naturels impairs tels que q < p, vérifiant la condition (C2) suivante : 


(C2) il existe a € N\ tel que p°? — q? = 16a? 


2- Soit (p, q) un couple de nombres entiers naturels, tel qu’il existe deux entiers u > 0 et vu > 0, de parités 
différentes, pour lesquels p = u? + v? et q = u? — v?. Montrer que (p, q) est un couple d’entiers naturels impairs 
tels que q < p vérifiant la condition (C2). 


3- On considère un couple (p, q), d’entiers naturels impairs et premiers entre eux, tels que q < p et vérifiant la 


condition (C2). Montrer qu’il existe deux entiers naturels u et v de parités différentes tels que p = u? + v? et 


q = u? — v?. Calculer alors, en fonction de u et de v, la valeur de l’entier a qui intervient dans la condition (C2). 


Partie V : nombre premier somme de deux carrés 


On se propose dans cette partie de déterminer tous les nombres premiers qui peuvent s’écrire 
comme somme de deux carrés d’entiers naturels. On désignera plus simplement un tel nombre 
comme étant « somme de deux carrés ». 


1- a) Montrer que si n est un entier naturel impair somme de deux carrés, il est congru à 1 modulo 4. 
b) Ecrire 2 et 5 comme somme de deux carrés. 


Dans la suite de la partie V, p désigne un nombre premier congru à 1 modulo 4 et strictement 
supérieur à 5. On l'écrit sous la forme p = 4m + 1 (avec m > 2). 


On définit S = {(x, y, 2) ENxXNxZ|4ry+2° =p}. 


2- a) Montrer que $ est un ensemble fini non vide et que l’intersection de S et de l’ensemble d’équation x = y+2 
est vide. 


b) À tout triplet (x, y, z) de S, on associe le triplet (x’, y/, z/) défini par 


(x, y, 2) = (BYE y ay Fa) Une 
(y+z-x,x, 22 — 2) Six <y+z 


Montrer que pour tout (x, y, z) de #, (x’, y’, z') est aussi élément de S. 


On considère désormais la suite de triplets dans S définie en itérant le procédé précédent de la 
manière suivante : 

e On part du triplet (xo, Yo, Zo) = (m, 1, L); 

e (xx, y, x) ayant été défini dans $, on prend ty41 = 24, Yki1 = Ye, 2kt1 = 24. 


3- a) Étude d’un cas particulier. Dans cette question seulement, on prend m — 10. Déterminer les triplets 
(tr, Yr, 2) pour 0 < k < 11. 


b) Montrer que si (a, b, c) = (xx, yk, zx), avec k > 2, alors le triplet (xx_1, Yx-1, 2x1) est : 


(a—b+c,b,c—2b) sia—4b+2c>0 
(b,a—b+c,2b—c) sia—4b+2c <0 
Montrer que ce résultat est encore vrai pour k = 1. 


c) Montrer qu'il existe deux entiers distincts k et £ tels que (xx, yk, 2x) = (æe, Ye, 2e). 


En déduire qu’il existe un entier n strictement positif tel que (z», Yn, Zn) = (m, 1, 1). 
On note désormais n le plus petit entier strictement positif tel que 


(ru Un Zn) — (m, 1, 1). 


4- a) Calculer (t»_1, Yn-1, 2n—1) €t (Xn-2, Yn-2; Z2n-2)- 


b) Montrer que, pour tout entier 7 tel que 1 <j<n: 


Ce rene Re" 
J— 15 97-15 F7— = 


(Yn—5; Tn—j; Zn) si Tj-1 <'Yÿ-1 + Zj-1 


c) Montrer que n est impair. On pose désormais n = 2r + 1. 
d) Montrer que x, = y. En déduire qu’il existe une décomposition de p en somme de deux carrés. 
5- a) Déduire des questions précédentes un algorithme permettant de décomposer p en somme de deux carrés. 


b) Donner le plus petit nombre premier supérieur à 40 qui est somme de deux carrés et, à l’aide de cet 
algorithme, en préciser une décomposition (on indiquera les triplets calculés aux différentes étapes de l’itération). 


Partie VI : retour au problème initial 


1- Soit n et m deux entiers naturels somme de deux carrés, n = a?+b?, m = c?+d?. En introduisant les nombres 
complexes a +ib et c+id et en considérant n = |a+ib|? et m = |c+id|?, montrer que le produit mn est un 
entier somme de deux carrés et en donner explicitement une décomposition en fonction de a, b, cet d. 


2- On se propose de démontrer, pour tout entier n strictement positif, la proposition P(n) suivante : 
P(n) : «tout nombre premier qui divise n? + 1 est somme de deux carrés ». 


Pour cela, on procède par récurrence sur n. 
a) Montrer que P(1), P(2) et P(3) sont vraies. 


b) Soit n un entier strictement supérieur à 1. On suppose la proposition P(i) vraie pour tout entier 4 tel que 
1<i<n-—]1let on considère un nombre premier p qui divise n? +1. 


i) Montrer que p est différent de n. 
ii) On suppose p < n. Montrer que p divise (n — p)? + 1. 


ii) On suppose p > net p < n°? + 1. Montrer que les autres diviseurs premiers de n° + 1 sont strictement 
inférieurs à n. En déduire, en discutant selon la parité de n, que p est congru à 1 modulo 4. 


iv) Montrer que p est somme de deux carrés. 
c) Conclure. 


3- a) Pour s entier supérieur ou égal à 2, on note p, le plus petit diviseur premier du nombre (s!)? + 1. 


Montrer que p, > s et que p, est somme de deux carrés. 
b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers somme de deux carrés. 
4- a) Montrer qu’il existe une infinité de couples d’entiers (n, k) avec 1 < k < n tels que L(n, k) soit rationnel. 


b) Déterminer un entier n tel qu’il existe plusieurs valeurs de k pour lesquelles L(n, k) est rationnel. 


Concours général 2004 : corrigé 


Partie I 


1) a) Soit H le projeté orthogonal de O2 sur AD. 
H À 
En utilisant le théorème de Thalès dans le triangle ADO: : Car = _: donc O2H = A 
O3D  AO3 5 


Comme O2H < R, la droite (AD) coupe bien le cercle en deux points B et ©’. De plus, ces points vérifient 


4 
d’après le théorème de Pythagore : HB = HC' = / R? — O2H? — = et BC = . 
b}) Si (A:B) et (A2C) étaient parallèles, on pourrait utiliser le théorème de Thalès dans le triangle AAC et 
on aurait : 
AB AA; 1 
AC  A% 2 


ce qui est impossible car AB > 2R et BC < 2R. Donc A;B et A2C sont sécantes en un point P. 
Comme [A;, A2] est un diamètre, A, BA: est rectangle en B, donc (4,B) est une hauteur de PA; 42. De même, 
(A10) est une hauteur de ce triangle, donc les droites (410) et (A2B) sont sécantes en Q orthocentre du triangle 
PA:42. On en déduit que la droite (PQ) est la hauteur issue de P et (PQ) est orthogonale à A. 


2) a) Comme précédemment, d’après le théorème de Thalès, en notant H le projeté orthogonal de O4 sur AD : 


OxH AOk 2k—1 2k—1 
DS AO à mel 
2k— 1)? En +R 
D’après le théorème de Pythagore : HBy = HCy = 1/r? — Cr, donc BzCy = 4 ne r et 
(2n — 1)? 2n —1 
LE) = = — nn = 1) = A1) 
Ge : 


b) Soit m un nombre entier, alors /m est un entier ou est un nombre irrationnel. En effet : 


— Si la factorisation de m en produit de nombres premiers est de la forme m = pri ... nn le nombre /m est 


entier. 


— Sinon, la factorisation de m contient au moins un nombre premier à une puissance impaire, disons m = 


2a1+1, a2 
Pi Po dass 
: 5 a : : : 
Si on avait /m — 5 avec a et b entiers premiers entre eux, on aurait a? = pit pee rs 


Ainsi le nombre premier p1 apparaîtrait dans la factorisation de a, et apparaîtrait à une puissance paire dans 
la factorisation de a?. Par conséquent b? serait divisible par p1 et b aussi, ce qui est contradictoire avec a et b 
premiers entre eux. 


Donc L(n, k) est rationnel si et seulement si n(n—1)—k(k—1) est le carré d’un entier et comme n(n—1)—k(k—1) 
est pair, ce ne peut être que le carré d’un nombre entier pair. D’où la condition C1. 


Partie II 


1) En coupant par æ — À, on trouve l'équation 2? + y(y — 1) = y, où y — A(X — 1). On remarque que 


1 1 1 1 
5) ni > 2’ L'équation trouvée est équivalente à (y — ) +a=u+ 2 


1 1 1 
Comme u + à > 0, il s’agit du cercle, éventuellement réduit à un point pour À = 5 de centre (À, 2’ 0) de rayon 


1 1 
a+ = |A = : et contenu dans le plan P,. 
2) Soit M de coordonnées (x, y, z). Son symétrique orthogonal par rapport à (d) est le point M’ de coordonnées 
(1—x,1—7y,—2). Vu l'équation donnée pour ©, M appartient à Y si et seulement M y appartient : (d) est axe 
de symétrie de Y. 


2 


1 1 
Chercher l’intersection du plan P d’équation y = > et de Z conduit donc à l'équation : 2° = x(x — 1) + ré qui 


1 1 
est équivalente à 2? — (x — Je soit à (z x + ) (z + x 5) = 0. Il s’agit de la réunion de deux droites, passant 


par 1, symétriques par rapport au plan (O, 1,7) et perpendiculaires. 


1 
3) Finalement Y est un cône de révolution, d’axe la droite d’équation 2 , de sommet J et de demi-angle 
0 


T 
d'ouverture rh 


4) Application directe de la conclusion de I. 2. b). 


Partie III 


1) a) f est dérivable comme primitive d’une fonction continue, de dérivée f’(x) = 1/1 — x2, et sin est dérivable, 


donc la composée Fest dérivable et, sur Lo, | 
F'(x) = cos xx f'(sin x) = cos x V1 — sin? x = cos? x. 


b) F(0) = 0 donc F(x) = | cos” tdt. ©) On fait le changement de variable u — 5 —t: 
0 


m/2 0 7/2 
| cos? t dt — / sin? {(—dt) = | sin? { dt 
0 7/2 0 


x/2 Fe 7/2 7/2 T T T 
La somme des intégrales est [l dt = — donc : sin? t dt = F. cos? { dt = ni d) Ainsi += F(>) = 
0 0 0 


2 
fQ) = | VIE dt. 


Or, dans le plan rapporté à un repère orthonormé, cette intégrale est l’aire de la surface comprise entre l’axe 
des abscisses, la courbe représentative de la fonction t — 4/1 — +? et les verticales d’abcisses 0 et 1, il s’agit 
donc de l’aire du quart de disque de centre O et de rayon 1. 


2) a) Il suffit de reprendre la formule de I. 2 .a) : 


n—1 n—1 n—1 
1 1 4 2 k(k — 1) 
Ân = — BxCr = 1) — k(k — 1) = 1 — ————— 
1 2- Fo Te 2 mir ( ES n(n — 1) 
(on pourrait convenir de sommer jusqu’à n, en posant À, = B, = D). 
k —1 k-1 k k—1 k-—1 
b) D'une part : — x À = x > x : 
n n—l n n—1 n n 
k—1 k k — 1 k\?2 
D'autre part : —n < —k donc (k — 1)n < k(n — 1) et < — d’où — x : < ( ) : 
n—1 n n n—-l n 


k—1\12 k k-—1 k\2 
Ainsi, pour n > 2 et 1 k< n: ( ) L<—X 4 | ) 


n no n—1 \n 
c) La fonction { ++ 1 — #? est positive et décroissante sur [0,1], il en est donc de même de la fonction 


k—1 Kk 
br V1 P. Ainsi pour t € | [ave 1<k<n-1: 
n 


n 


/ k\?2 / k—1\2 
1 — (=) <VI1-&2<1/1-— (—) et, par conservation des inégalités par intégration : 
n n 
1 k\?2 1 k—1\2 
Mh-emehh(E 
n n n n 


Vule 2. b),poun>3et2<k<n—1l,ona: 


k\2 k k—1 k—1\2 
ire Vi- (=) < Vi x < 1 (=) <nme 
d n n n—li n ; 


3) En sommant les encadrements précédents, il vient, pour n > 3: 


Dre ee 2 Mn 
Th < An < L3 —1; 
TES PE on —1 na Ai 
k=2 k=—2 
9%n [1 9 on fin-2)/n 
soit : | Vi-t®dt<), < V1-t2dt. 
2n —1 Jon 2n—1 2n—-1J/0 
2/n 2 1 2 
Comme 0 < Vi-tdt£<—-et0< | V1—t2dt < —; les deux intégrales écrites ci-dessus ont pour 
0 n (n—2)/n n 


1 
limite ; Vi-tdt- ï lorsque n tend vers l'infini, d’où l’on déduit : lim À, — _. 
0 


Partie IV 


1) C1 est équivalente à (2n — 1)? — (2k — 1)? = 16a? i.e. à p? — q = 16a°. 
p et q doivent être impairs par construction et k < n — 1 donne q < p. 2) Si u et v sont de parités différentes, 
u? et v? également, donc p et q sont impairs. 
De plus p°? — q°? = Au?v? = 16a?, car on peut mettre 4 en facteur dans le carré pair. 
p+q P 
2 


et B — uen qui sont bien des entiers car p et q sont impairs. La condition C2 donne 


Posons a = 5 


ab = 4a?. 
Or comme p et q sont premiers entre eux, il existe des entiers r et s tels que rp + sq = 1 soit 1 = r(a + 8) + 
s(a— B)=(r+s)a+(r —s)8 : a et 8 sont également premiers entre eux. 


Comme leur produit est un carré, chacun des deux doit être un carré: il existe donc u, v tels que a = u? et 
B = v°, soit p = u? + v? et q = u? — v?. Enfin, u et v doivent être de parités différentes pour que p et q soient 
impairs. 


Par ailleurs : 4a? = u?v?, d'où a = —. 
Partie V 


1) a) S'il existe u et v tels que n = u? + v?, ceux-ci doivent être de parités différentes puisque n est impair. 
Supposons par exemple u = 2k, v — 2{ +1, k et £ entiers. 


Alors : n = 4k°? + 4Ë + 44+1=1 (mod 4). b) 2=1? +1? et 5 = 1° +2?. 


2) a) (m,1,1) € S donc S Z Ÿ. Si (x,y,z) € S, on ne peut avoir æ = 0 ou y = 0 (sinon 2? = p et p ne serait 
pas premier) on a donc pour tout (x,y,2) de S:1<x<p,1<y<pet-p<2z<p. 
Chacune des coordonnées ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs, donc S est fini. Si (x,y,z) vérifait 


2? + Axy = p 2 2 ; : ; rs : 
: , alors p = (x — y)" + 4xy = (x + y)”, ce qui contredit que p est premier. Ainsi, l'intersection 
T=y+z 


de S avec le plan d’équation x = y + z est vide. 


b)xSix>y+z,alors (x’,y,2/)=(x—-y—2,y2y+2:)ENxNxZet: 


4x'y + 22 = 4xy — Ay? — Ayz + 4y? + 4yz + 2? = Axy + 2? = p, donc (x',y,2)9€S. 


kxk Six <y+2, alors (x’,y,2)=(y+2-x,xr,2r-2)ENXNxZet: 


4x'y + 2? = 4xy + 4xz — 4x? + 4x? — 4x2 + 2? = Axy + 2? = p, donc (x’,y,2)EeS. 


3) a) Ici m — 10 (notons que dans ce cas p — A1 est premier). On obtient alors la succession de triplets : 
(10,1,1) Ti? (8,1,3) TT? (4,1,5) EN (2,4,3) ps (5,2,1) mx (2,2,5) (5,2, 1) (4,2,3) ur: 
*X *X XX Les x Les x Les 


(1,4,5) — (8,1, —3) (10,1,—1) — (10,1,1). 
Les x Le 


b) Si (a,b,c) est un élément de la suite, il ne peut avoir comme antécédent que (a — b + c,b,c — 2b) ou 
(b,a—b+c,2b— c), et ce à condition que a—b+c> 0. 


u—=a—-b+c 
Si on pose 4 vu — b , on remarque que ces deux antécédents sont (u,v,w) et (v,u, —w). Ils ne peuvent 
w = C— 2b 


eux-mêmes avoir un antécédent que si, respectivement uw — v + w = a — 4b+2c > 0 ou vu —u — w > 0. 


Ces deux conditions ne peuvent être vérifiées en même temps. On en déduit donc que tout point (a, b,c) de la 
suite d'indice au moins 2 à pour antécédent : 


(a—b+c,b,c—2b)  sia—4b+2c>0 
(ba—b+c,-c+2b) si a—4b+2c<0 


Par ailleurs, (x1,y1,21) = (m — 2,1,3) a pour antécédent (x0, yo, zo) = (m, 1,1), ce qui coïncide bien avec la 
relation ci-dessus. 


c) S étant fini, la suite ne peut pas prendre une infinité de valeurs distinctes, on obtiendra donc à un moment 
un triplet déjà obtenu auparavant, d’où l’existence de k et £, avec par exemple k > £ tels que (xx, Yx, 2x) = 
(te, Ye, ze). 


Si £ = 0, alors n — k convient. 
Si£ > 1, alors (xg,yk, 2x) = (xe, Ye, ze), donne par unicité de l’antécédent (xg-_1,Yg-1,2k-1) = (te-1, Ye-1, 241) 
…, (tre, Yk—e, 2k-e) = (to, Yo, Zo) = (m, 1, 1) et on peut prendre n = k — L. 
4) a) Comme m > 2, l’image du triplet (m, 1,1) est le triplet (m — 2,1,3), donc n est au moins égal à 2. 
Alors (tn-1,Yn—1; 2n-1) = (m,1,—1) = (x0, Yo, —20) ; 
puis (Æn_2, Yn-2; 2n-2) = (m—2,1,—3) = (x1,y1, -21). 
b) Supposons (&;_1,Y;-1,2;-1) = (tn; Unes, 2j), avec z;_1 > ÿ;-1 + 251, alors on a : 


(a, U5, 25) = (tj 1 — Yj-1 — 2ÿ-1: Yj-1, 2Y5-1 + 2; 1). 


k SIT; > Yj +2, Le. dj_s — AYj-1 — 2251 = Tn-ÿj — dYn-j + 22n-; > 0, on trouve : 


(En ÿ-1 Yn-ÿ-1 2n- 51) = (En-ÿ — Yn-ÿ + 2n-ÿ; Un-ÿ 2n-5 — QUn-j) = (Ti, Yi, —2;). 


k SIT; <Yj +25, Le. Lj_a — AYj-1 — 2251 = Tn-ÿj — Yn-j + 22n-; < 0, on trouve : 


C j—1: Un—j-1; 2n—; 1) = (Yn jln-5 — Yn-j + En; Zn; + 2Yn 5) = (Yi, 5, 25). 


On fait de même dans le cas (t_1,yj-1,25-1) = (Yn-;,Œn-j, 2n-j) AVEC T1 < Yj_1 + 2j_1, ce qui termine la 
récurrence. 

c) Enfin, il ne peut exister de triplet (xx, y, 24) tel que (tx+1,Yx+1, 241) = (tr, Yr, —2x) Où (te+1, Yk+1, 2x1) = 
(Ur, ZT, 2x), car cela imposerait y, = —24 Où x = y — 2x, Ce qui est impossible sur S pour p premier. 
Ce qui assure qu’il y a un nombre impair d’éléments dans notre bout de suite. 

d) Le terme (x,,yr,2) au milieu doit être image d’un triplet (a, b,c) et antécédent du triplet (a,b, —c) ou 
(b, a, c) ce qui ne peut se produire que pour x, = y et alors p = (2x,)° + 22. 


Nous venons donc de montrer que tout nombre premier de la forme 4m + 1 est somme de deux carrés. 


5) a) Clair : il suffit de programmer l'algorithme décrit en 2) b), jusqu’à obtenir un triplet de la forme (x, x, z). 


b) Le plus petit nombre premier supérieur à 40 et qui est somme de deux carrés est 41. Au cours de la question 
3) a) nous avons obtenu dans la chaîne de triplets le triplet (2,2, 5), ce qui prouve que 41 = 4x2x2+5? = 4?+5?, 


Partie VI 


x = ac — bd 


.2)a)x1?+1—2et 2? +1 = 5 sont 
y = bc + ad ) a) 


1) mn = |(a + ib)(c + id)|? = |x + iyf? = x? + y? avec { 


premiers et somme de deux carrés, donc P(1) et P(2) sont vraies. 


x 3? + 1 — 10, de diviseurs premiers 2 et 5 qui sont sommes de deux carrés et P(3) est vraie. 
1 1 
b)i)Onan°+1=n(n+—)et n+— n'est pas entier, donc n ne divise pas n° +1. 
nm nm 


ii) Si p < n, on écrit : (n— p}? +1 = (n° +1) —2pn+p° et p divise les trois termes donc divise (n — p)? +1. 
L'hypothèse de récurrence assure alors que p, qui est premier, est somme de deux carrés, donc congru à 1 modulo 
4. 


iii) On suppose p > net p < n° +1, donc n° + 1 = pq, avec q < n (sinon pq > (n+1)?>n°+1)etq>1 
et les diviseurs premiers de n°? + 1 autres que p sont les diviseurs premiers de q, donc sont compris entre 2 et 
n — 1. 


= Sin est pair, alors n° +1 est congru à 1 modulo 4 et tous les diviseurs premiers de q sont impairs, donc par 
ii) sont somme de deux carrés et sont congrus à 1 modulo 4. Ainsi q est congru à 1 modulo 4 et p aussi. 


— Si n est impair, alors n°? + 1 est congru à 2 modulo 4 et n°? + 1 — px2q', avec q' impair. Ainsi, par ii) les 
diviseurs premiers de q’ sont impairs sommes de deux carrés et sont congrus à 1 modulo 4. Donc g/ est congru 
à 1 modulo 4 et il en est de même de p. 


iv) Si n°? + 1 est premier, alors p — n°? + 1 est somme de deux carrés. Sinon, les questions précédentes 
montrent que p = 2 (qui est somme de deux carrés) ou que p est congru à 1 modulo 4, donc est somme de deux 
carrés. 


c) En supposant P(i) vraie jusqu’au rang n — 1, nous venons de montrer que P(n) est vraie. On conclut alors 
par le principe de récurrence. 


3) a) Soit N = (sl)? +1; N n’est pas divisible par 2, 3, ...n, donc son plus petit facteur premier p, est 
strictement supérieur à n, et somme de deux carrés d’après 2). 


b) Ainsi, pour tout entier naturel n, on peut trouver un nombre premier somme de deux carrés supérieur à 
n. L'ensemble de ces nombres n’est donc pas majoré et il contient une infinité d'éléments. 


4) a) On prend p premier impair somme de deux carrés (on peut choisir p d’une infinité de façons) : p = u? +”, 


+1 +1 
avec u > v, on prend g=u?-vin= 11.1 


, alors, d’après les résultats de la partie IV, L(n, k) est 


rationnel : il existe bien une infinité de couples (n, k) tels que L(n, k) soit rationnel. 


b) Par exemple : 65 — 8? + 1? — 7? + 4?. Avec les notations précédentes on a donc n = 33 et # — 32 ou 
k = 17. 


Ainsi L(33,32) et L(33, 17) sont rationnels. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2005 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des copies. 


Le sujet comporte quatre exercices indépendants. 


Il n’est pas obligatoire de traiter systématiquement les questions dans l’ordre de l’énoncé, à condition d’in- 
diquer clairement la question traitée en respectant l’indexation du texte. 


Pour poursuivre, les candidats peuvent admettre les résultats d’une question, à condition de l’indiquer 
clairement sur la copie. 


Exercice 1 
Dans cet exercice, on se place dans un plan © muni d’un repère orthonormal direct (O; w, v). 
I- Préliminaires de géométrie élémentaire 
1. Soit D et D' deux droites sécantes en un point Z, s et s’ les symétries axiales respectivement 
d’axes D et D". 


Montrer que s/ o s est une rotation, et déterminer ses éléments caractéristiques. 
2. Soit ABC un triangle équilatéral direct, © le centre du cercle circonscrit à ABC. 


On désigne par 51, 82 et s3 les symétries axiales respectivement par rapport aux droites (OA), 
(OB) et (OC) et par r la rotation de centre © d’angle ce 

Soit M un point du plan, M = s81(M), M2 = s(M), M3 = s3(M). 

(a) Montrer que : M2 = r? (Mi) et M3 = r(Mi) (où r? désigne ror). 

(b) Quelle est la nature du triangle M; MM: ? 


IT- Nombres complexes 


L’affixe du vecteur w étant 1 et celle du vecteur v étant notée i (avec i? = —1), comme il est d'usage, 
1 3 
on pose j = e2i7/3 — ne Are 


On considère, dans le plan Z, les points ©, À, B et C d'’affixes respectives 0, 1, j et 7°. 
On désigne par 51, s2 et s3 les symétries axiales respectivement par rapport aux droites (OA), (OB) 
et (OC). 
Soit enfin M un point quelconque du plan Z, d’affixe z = pe, pe R*,0ER. 
1. Soit M; — s1(M), M — s2(M), M3 — s3(M). 
Montrer que les points M1, M2 et M3 ont pour aflixes respectives 7, j2z et jz. 


2. Soit M4 le symétrique de M par rapport à la droite (BC). 


1 
Montrer que le point J d’affixe > est le milieu du segment [Mi Mi]. 
En déduire l’affixe de M1. 
3. (a) À quelle condition les points Mo, M3 et MA sont-ils alignés ? 


On suppose désormais que M2, M3 et MA ne sont pas alignés; on note ( le centre du cercle 
circonscrit au triangle M>M3M. 


(b) Justifier le fait que Q appartient à la droite (OM). 


Dans la suite, on note son affixe Xe, avec À réel. 
1 +2p cos 0 
(c) Montrer que : À = net, 
p + 2 cos 0 


(d) En déduire une expression du rayon À du cercle circonscrit au triangle M2M3 M4. 
(e) Montrer que ce rayon est égal à 1 si et seulement si : « p = 1 ou (p + cos 0)? = 1 — 3 cos? 8 ». 
4. Montrer que le cercle circonscrit au triangle M>M3MA est de même rayon que le cercle circons- 
crit au triangle M M M3 si et seulement si M appartient à un ensemble T° que l’on précisera 
géométriquement. Que peut-on dire dans ce cas des deux cercles circonscrits ? 
III- Étude de fonctions 
On considère l’application s définie pour tout 0 € [-T, x] par s(0) = 1 — 3cos° 0. 


1. (a) Étudier les variations de s. Préciser ses extremums, les valeurs de # pour lesquelles s(0) est 
nul, l’ensemble Æ des 0 € [-7T, x] tels que s(0) > 0. 


(b) En déduire l’allure de la courbe décrite par le point d’affixe s(9)ei? lorsque 0 varie. 


On précisera les points d’intersection avec les axes et éventuellement quelques points parti- 
T 


T 

6 43 
On pourra aussi justifier les symétries de la courbe. 

2. Soit la fonction r1 définie pour tout 0 € E par r1(0) = V1 — 3 cos? 0 — cos 6. 


culiers (pour 0 — » par exemple). 


(a) Déterminer les valeurs de 4 pour lesquelles r1(0) est nul. 


(b) En déduire l'allure de la courbe décrite par le point d’affixe r1(0)e{? lorsque @ varie. 


3. Dessiner, sans chercher à être extrêmement précis, l’ensemble des points M tels que le triangle 
M2M3MA défini à la partie IT ait un cercle circonscrit de rayon 1. 


Exercice 2 


Soit f : [0,1] — R une fonction numérique définie et continue sur l'intervalle [0, 1]. 


7 3 
On suppose que f(0) — f(1) = 0 et que pour tout x réel de l'intervalle L 5 fe (: + &) (a) 


1. Démontrer que l’équation f(x) = 0 a au moins sept solutions sur [0, 1]. 


2. Donner un exemple de fonction f vérifiant les hypothèses ; on pourra se contenter d’une représentation 
graphique claire. 


Exercice 3 


On considère dans le plan trois points Ao, B, C' non alignés. 


1. On désigne par A; le centre du cercle inscrit dans le triangle AÿBC (c’est-à-dire le point d’inter- 
section des bissectrices intérieures du triangle A5BC). 
On poursuit le processus en considérant 42, centre du cercle inscrit dans le triangle ABC, etc. 
Ainsi, pour tout à entier naturel, À;41 est le centre du cercle inscrit dans le triangle A;BC. 
Démontrer qu’il existe un point À, limite de la suite (4,), c’est-à-dire tel que AA, tende vers 0 
et préciser sa position. 

2. Que devient le résultat précédent si, à chaque étape, pour à = 0,1,2,..., on prend pour A;:1 
l’orthocentre du triangle 4;,BC au lieu du centre du cercle inscrit ? 


Exercice 4 


Si m1 et m2 sont deux entiers tels que m1 < M2, on désigne par [m1,m2] l’ensemble des entiers 
k tels que m1 < k < mo. 
Si a, b et n sont trois entiers, on note a — b (modulo n) lorsque a et b sont congrus modulo n, 
c'est-à-dire lorsque b — a est multiple de n. 
Dans tout cet exercice, p désigne un nombre premier. 
I- Définition du logarithme discret 
Pour tout À € N, on note (A mod p) le reste de la division euclidienne de À par p. C’est l’unique entier 
de [0,p — 1] congru à À modulo p. 
Un entier x € [1,p — 1] est appelé une racine primitive modulo p lorsque l’ensemble des (oi mod p) 
pour 4 € N est l’ensemble [1,p — 1], c’est-à-dire lorsque les puissances de x, calculées modulo p, 
décrivent [1,p — 1] tout entier. 


Ainsi pour p =5: 
e 1 n’est pas racine primitive modulo 5 puisque ses puissances valent toujours 1. 
e 2 est racine primitive modulo 5 puisque : 

(29 mod 5) = 1, (2! mod 5) = 2, (2? mod 5) = 4, (2° mod 5) = 3. 
e 3 est racine primitive modulo 5 puisque : 

(3° mod 5) = 1, (3! mod 5) = 3, (3? mod 5) = 4, (3* mod 5) — 2. 


IT- 


e 4 n’est pas racine primitive modulo 5 puisque (af mod 5), k E N, vaut alternativement 1 ou 4. 


1. On prend dans cette question p = 7. Déterminer les racines primitives modulo 7. 
On admet désormais que, quel que soit le nombre premier p, il existe au moins une racine 
primitive modulo p. Dans la suite, on désigne par g une racine primitive modulo p. 


2. (a) Montrer que l’ensemble des (g* mod p) pour k € [0,p — 2] est [1,p — 1]. 
(b) Soit AE [1,p — 1]. 
Justifier l'existence et l’unicité d’un entier a € [0, p — 2] tel que À = (g® mod p). 
a est appelé logarithme de base g modulo p de À ; on le note {(A). 


(c) Soit b un entier naturel congru à a modulo p — 1. Calculer (g? mod p). 
3. Une solution élémentaire pour déterminer {(A) consiste à calculer les entiers (g° mod p), pour 
k — 0,1,..., jusqu’à trouver À. 
(a) Décrire un algorithme qui réalise ce travail. 
(b) Dans cette question, on prend : p = 53, À — 40, g — 20 (on admettra que 20 est bien une 
racine primitive modulo 53). 
En programmant l'algorithme précédent sur une calculatrice, déterminer (A). 


Calcul du logarithme discret par la méthode d’Adleman 
Cette partie exploite le fait que la connaissance des logarithmes de quelques entiers permet de 
déterminer rapidement le logarithme de tout entier. 

1. On se place dans le cas p = 113, g — 55 et on donne £(2) — 60, £(3) — 5. Trouver £(54). 
On suppose choisis, pour toute la suite de cette partie, des nombres premiers distincts p1,...,Pn 
strictement inférieurs à p et des entiers a1,...,a tels que, pour tout à € [l,n], les facteurs 
premiers de (g* mod p) appartiennent à {p1,...,Pn}. 

Pour chaque à € [1,n], on a ainsi une relation (g% mod p) = pps? --.pr" 
(i,j) € [1,n]?, sont des entiers naturels. 


où les e;;, pour 


2. Montrer que, pour tout 4 € [1, nl] : 
Qi = €; 10(p1) + ei,20(p2) + +++ +einl(pn) (modulo (p —1)). 
3. On prend dans cette question p = 53, g = 20, n = 2, p1 = 2, po — 5. 
(a) À l’aide de g et g?, déterminer (2) et 4(5). 
(b) En déduire (40). 
(c) Combien d’entiers de [1,52] peuvent-ils s’écrire sous la forme 2°5, avec a et B entiers 
naturels ? 
4. Soit Ae Ï1,p — 1]. 
(a) Montrer que l’ensemble des (g°A mod p) pour s € [0,p — 2] est [1,p — 1]. 
(b) On supppose connu s € N tel que (g° A mod p) se factorise à l’aide de p1,...,pA uniquement. 
Si on suppose connus {(p1),...,{(Pn), en déduire £(A). 
(c) Avec p = 53 et g = 20, déterminer (30). 
5. On revient au cas général. 
(a) Quel est le nombre d’entiers de [1,p — 1] qui sont une puissance de p1 ? 
(b) En déduire la probabilité pour qu’un entier s € [0, p — 2] soit tel que (g° A mod p) soit une 
puissance de p1. 
(c) Montrer que la probabilité P pour qu’un entier s € [0,p — 2] soit tel que (g° A mod p) se 
factorise à l’aide de p1 et p2 uniquement vérifie : 
M1) pe 1 (2e 4) (ee 4), 
2(p — 1)(Inp1)(In p2) p—i In p1 In po 
(d) Généraliser le résultat au cas de n nombres premiers p1,...,Pn. 


I-1. 


I-2. 


IT-1. 


IT-2. 


IT-3. 


IT-4. 


Exercice 1 


s et s/ sont des similitudes indirectes, donc leur composée r = s/ 0 s est une similitude directe. C’est 
de plus une isométrie comme composée d’isométries. 


Par ailleurs, Z est un point fixe de r, donc r est une rotation de centre 1. Soit 0 son angle. 
Pour un point M de D, différent de I, D’ est bissectrice de l’angle (ri ; Ir(M)) donc @ est le double 
de l’angle (up, Up! ) de vecteurs directeurs up et up; des droites D et D’. 
(a) D’après la question précédente : 52 0 51 — r? et 83081 =r. 
Toute symétrie axiale est sa propre réciproque. Aïnsi : 
{ M2 = s2(M) = 52 0 s1(M1) = r?(M:) 
M3 = 53(M) = 53 0 s1(Mi1) = r(Mi) 

(b) MM M3 est donc un triangle équilatéral indirect de centre ©. 
M, est le symétrique de M par rapport à l’axe des abscisses, donc d’affixe 7 — pe”. 
M2 = r?(M;) donc M est d’affixe edir/3z = 523. 
M3 = r(Mi) donc M3 est d'affixe e2iT/33 = 53. 
Notons s la symétrie axiale d’axe (BC). J est l’intersection de (OA) et (BC), et ces deux droites 
sont orthogonales donc 5051 =5s7 
où 57 la symétrie de centre J (qui est aussi la rotation de centre J d’angle de mesure 7). 
Ainsi s = s7 0 s1 donc Mi = sj (s1(M)) = s3(Mi) : J est le milieu du segment [ M1, Mi]. 
MA a pour d’affixe —1 — 3 = —1 — pe”. 
(a) On prend z £ 0 i.e. M £ O. 


—1 —7) — 57 
M, M3 et MA sont alignés si et seulement si S — Eee est réel. 
J2Z — JZ 
—1 + 373 sr : 
Or: S = ——=— donc M, M3 et M4 sont alignés si et seulement si : 
—i33 
—1+$7  —-1+52 
Le = 

Ceci est équivalent à : z4+7 = (j? + j)|2/? et en posant z = x +iy, (x,y) € R?, on obtient la 
condition équivalente : 2x = —x? — y? soit (x + 1)? + y? = 1. 


L'ensemble des points M tels que M2, M3 et MA soient alignés est donc le cercle de centre w 
d’affixe —1 et de rayon 1 (O y compris, car dans ce cas particulier, M2 et M3 sont confondus). 

(b) @ doit être sur la médiatrice de [M, M3]. Le triangle M; M2 M3 est équilatéral de centre O donc 
celle-ci est la droite (OM). 


(c) À est déterminé par le fait que Q M3 = Q MA, ie. [oje” 1 — Xe” i| = [1 = Xe. 
Ceci est équivalent à : À2 + 9? + Xp = (À + p)? + 1+2(À + p) cos 0 
—1 — 2p cos 0 
it à Àp +1 +2(À 0 = 0 où à À = ——————. 
soit à Àp + 1 + 2(À + p) cos ou à PR PPT 
(L'ensemble des points tels que p — —2 cos 0 est le cercle de centre —1 de rayon 1). 


Ainsi R = QM = 4/ X2 + p? + Xp avec À ci-dessus. 

R? — 1 si et seulement si À? + p? + Àp — 1 ce qui est équivalent à 

(1+ 2p cos 0)? + p? (p + 2 cos 0)? — p (1 + 2p cos 0) (p + 2 cos 0) = (p + 2 cos 0)? 
soit à 1 + 4p° cos? 0 + 2p cos O + p* + 2p8 cos 0 — p? = p? + 4 cos? 0 + 4p cos 0 
ou à p — 2p? +1+2p (p? — 1) cos 4 + 4 (p? — 1) cos? 0 — 0, 

équivalent à : (p? — 1) (p? + 2p cos 0 + 4 cos? 0 — 1) = (. 


Comme p est positif, ceci est équivalent p = 1 ou (p + cos 0) + 3 co8? 0 — 1 —=0 


MR PS 
© 
KT NET 


ce qui donne la relation demandée. 
La condition demandée s'écrit R = p, équivalent à : 
1 + 4p? cos? 0 + 2p cos 8 + 9% + 2pÿ cos 8 — p? = p* + 4p? cos? 8 + 4pÿ cos O 
soit à (1 — p?) (1 + 2pcos 0) = 0. 


1 


On obtient donc la réunion du cercle de centre © de rayon 1 et de la droite d’équation x = —- 


qui est la droite (BC). Lorsque M est sur la droite, les cercles circonscrits à MMM: et MoM3M4 
sont confondus, de centre © de rayon OM, et lorsque M est sur le cercle trigonométrique, les deux 
cercles sont symétriques par rapport à (MM). 


IIT-1. Par parité, il suffit de faire l’étude sur [0,7]. 


a) s est dérivable sur [0,7] et s/(4) = 6 cos 4 sin 0 = 3 sin (28) 
donc 5 est croissante sur L0, ; et décroissante sur [rl 


(ce que l’on pourrait voir directement avec les variations de 
cos). 


s(0) s’annule lorsque cos 0 vaut — est positif 


1 1 
—= Où —, 
Va 3 


lorsque cos Ô est dans - À négatif sinon. 


1 1 
V3 V3 
Comme cos est continue strictement décroissante sur 


I = [0,7] et puisque cos (7) = [-1,1] contient —=, il existe 


V3 


1 
un unique réel & € [0,7] tel que cos a = —. 
[0,7] 7 
—1 
Alors cos (7 — «) est l’unique réel de [0,7] pour lequel cos prend la valeur NE 
s est donc négatif sur [0, a] et [tr — a, x], positif sur E’ = [a, x — a. 
Par parité, on en déduit : E =[-T+a,-a]Ul[a,r — à] 
L'étude précédente conduit au tableau de valeurs : 
0 0 | x/6 | r/4 | a | 7/3 | x/2 FT — à T 
TIME ASE Es 0 Z9 
La propriété s(0) — s(—0) assure que la courbe est symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 


La propriété s(0) — s(r — 0) assure que la courbe est symétrique par rapport à l’axe des 
ordonnées. 


Tracé sur [0, 7] Tracé sur [—T, 7] 
Par parité, on étudie r sur [a,r — a. 
. f 1—3cos8—cos 0 7 
r1(8) est nul si et seulement si { er = "He soit en 3° 
() r/3 |rn/2|\7r-a 


On obtient le tableau : 


a 

r1(9) | —1/V3 |) 0 Re 
et r1(0) = r1(—04) assure que la courbe est symétrique par rapport à l’axe des abscisses. 
Ceci donne le tracé, successivement sur [a,7 — a] puis sur E : 


2,90,40,0,2, 1 


| 0,5 
[rs (| 


,5-0,4-0,3-0,2-D,1 


III-3. Dans la partie IL, prendre le point M d’affixe z = p'ei?”" avec p! < 0 revient à travailler avec z = pei? 
oùp=-p et 0—=7r+0). 
La condition (p + cos 0)? = 1 — 3 cos? 0 est alors équivalente à (p/ + cos 0’)? = 1 — 3 cos? 0. 
p = 1 ou p = —1 est toujours une équation du cercle trigonométrique. 


Prendre p dans R* ou dans R ne change donc rien 
à la partie Il, et l’ensemble trouvé en IL.3.e est la 
réunion du cercle de centre © et de rayon 1, de la 
courbe précédente et de la courbe définie par 


r2(0) = —1/1 — 3 cos2(8) — cos 6. 


Mais comme r2(0) = —r1(7 — 0), les courbes définies 
par r1 et r2 sont symétriques par rapport à l’axe des 
abscisses. 


La courbe définie par r2 est donc celle définie par r1. 


Exercice 2 


3 : : 
1. La fonction g:xr f (2 + ) f(x) est continue sur L | et jamais nulle, donc de signe constant 


10) 710 
sinon elle s’annulerait d’après le théorème des valeurs intermédiaires. Supposons par exemple que : 


velo ls(e+5)-7@>0 
fosse <r(n) <1 (5) <7(x) 
Alors : (4) (3 (7) me 


F 4 
D'après le théorème des valeurs intermédiai annule d cpl RL 
apres 1e eoreme des valeurs INteTMmeulaIres, f s annule aonc sur | 10° 10 | sur | 10° 10 | sur | 


10° 10 10° 10 
2. Comme exemple d’une telle fonction, il suffit de prendre l’application continue affine par morceaux définie 
par : 


6 7 7 9 
sur | | et sur | —, — | En rajoutant 0 et 1, cela donne au moins 7 annulations. 


ro =0,1(5)=- (5) =2 (5) = 
CÉPEAORE 
ï) 


7 
tout 0, — |. 
pour tou se ol 


Exercice 3 
1. On se place dans un repère orthonormal direct tel que B ait pour coordonnées (0,0), C' ait pour coor- 
—> — ——> — 
données (a,0), a > 0, et on note 41 (resp. @) l’angle de vecteurs (BC, BA) (resp. (CE, CA)). 
—> — 
BOLBAE = 00" 


Alors À} est le point tel que : + 
CB,CAy) = 02/2 

y=tan| — |x 

donc A, est le point d’intersection des droites d'équations 

y = tan _ (x — a) 


k 
— tan (02/2*)a k—+too 024 
Tk = > 
Ainsi, A4 a pour coordonnées : tan (01/2) — tan (02/2%) 62 — 61 
i CA k— +00 
Yr = tan 9k TZ —— 0 
È : 5 Pa 
ce qui donne le point À, de coordonnées D 0" 0 |. 
2 — 1 


2. Supposons A; différent de As. 
A. est l’intersection des hauteurs de A5BC. Par définition, C'A; est donc orthogonal à B A, ce qui signifie 
que BA, est une hauteur de BC'A:. 
Par ailleurs, ABC et ABC ont en commun la hauteur Ap5A1. 
BA5 et AoA1 s’intersectent en A0, donc À, est l’orthocentre de ABC : A5 = A2. 
Finalement, pour tout k € N : A9 = A0 et Apr = A1. 
Dans le cas particulier A6 = A; (triangle rectangle en 45), la suite est constante égale à A4. 


Exercice 4 


I-1. 1 ne convient pas. 
Gr mod 7 k E N, vaut alternativement 1, 2 et 4 donc 2 ne convient pas. 
(a? mod 7} k € N, vaut successivement 1, 3, 2, 6, 4, 5 pour k € [0,5] donc 3 est une racine primitive 

modulo 7. 

(af mod 7} k € N, vaut 1, 4 ou 2 donc 4 ne convient pas. 
(or mod Ar k € N, vaut successivement 1, 5, 4, 6, 2, 3 pour k € [0,5] donc 5 est racine primitive 

modulo 7. 

(6* mod 1), k € N, vaut alternativement 1 et 6 donc 7 ne convient pas. 
I-2. (a) Soit k > p—1. 
En faisant la division euclidienne de k par p — 1, il existe ge Net r € [0,p — 2] tels que : 
k= q(p—-1)+r. 
D’après le petit théorème de Fermat : g/-! = 1 (modulo p) donc g* = g” (modulo p). 
Alors : Lt? mod p) Ike N} = {(g" mod p) | r € [0,p — 2]} et comme g est racine primitive 
modulo p, les (g° mod p), à € [0, p — 2], décrivent [1,p — 1]. 

(b) On remarque que [1,p—1] contient p—1 éléments, et que lorsque r parcourt [0,p—2], on a p—1 
valeurs de g”, donc il existe, pour chaque À € [1,p — 1], exactement un élément r € [0,p — 2] 
tel que : 

A = (g" mod p). 
(c) Si best congru à a modulo p — 1, il existe k tel que b = a + k(p — 1). 
Comme g?-1 = 1 (modulo p) : (g? mod p) = (g* mod p) = À. 
I-3. (a) Initialisations : y 1,i+ 0 
Tant que y À À faire 
y gxy (mod p) 
— i—i+li 


(b) 


fin Tant que 
Renvoyer i 


{(40) = 18. 


IT-1. 54 = 2 x 3° donc 9° = 950915 — 460 (5) est égal, modulo 113, à 54. 
Ainsi : /(54) = 75. 
Posons q; = {(p;). Alors p; = g% (modulo p) donc gi = glifiitéi2t#änéin (modulo p). 


IT-2. 


IT-3. 


IT-4. 


IT-5. 


Deux entiers k et l, avec par exemple # > {, sont tels que g% = gl! (modulo p) si et seulement si 
gt = 1 (modulo p) puique gl est premier avec p. 


Soit r le reste de la division euclidienne de 4 — ! par p — 1 : g*— 


l'est égal à g” modulo p, et g’ est 


égal à 1 si et seulement si r = 0 (cf. 2.b) donc gf et gl sont égaux modulo p si et seulement si : 


k = 1 (modulo (p — 1)). 


Ainsi : &; = e;,1€(p1) + e2l(p2) +--: + e;nl(pn) (modulo (p — 1)). 


(a) 


PROD 
o © 
nr nr 


g = 2? x 5 (modulo 53) d 20(2) + {(5) = 1 (modulo 52) 
{ g° = 2 x 5? (modulo 53) : { £(2) + 24(5) = 3 (modulo 52) 
En soustrayant la deuxième ligne à deux fois la première : 3/(2) = —1 (modulo 52). 
3 est premier avec 52 : il existe (u,v) € Z? tel que 3u + 52v = 1 soit 3u — 1 (modulo 52). 
On sait déterminer u par l'algorithme d’Euclide et on trouve —17 donc £(2) = 17. 
On en déduit que : {(5) — 1 —2£(2) (modulo 52) donc #(5) = 19. 
A = 2% x 5 donc {(40) = 34(2) + £(5) (modulo 52) : £(40) = 18. 
Il s'agit de déterminer le nombre de couples (a, 8) € N° tels que 2°5° est inférieur à 52. 
Pour 8 = 0, à peut varier entre 0 et 5 soit 6 couples. 
Pour 8 = 1 : à varie entre 0 et 3 d’où 4 couples. 
Pour £ = 2 : a vaut 0 ou 1 d’où 2 couples. 
Finalement, il y a 12 entiers dans [1,52] qui se factorisent en fonction de 2 et 5. 


A est inversible modulo p et les (g° mod p) décrivent [1,p — 1] donc les (g° A mod p) aussi; en 


particulier, il existe (au moins) un entier s tel que (g° A mod p) se factorise à l’aide de p1, --- ,pn 
uniquement. 
Si on a choisi un tel s : il existe des entiers @1,--- ,a, tels que (g°A mod p) = pf --.p9" 


donc s + {(A) = œ£(p1) + +: + anl(pn) (modulo (p—1)) 
d’où £(A) = œ1£(p1) +--:+ an£(pn) — s (modulo (p — 1)). 
Pour À = 30, on peut prendre s — 3 : 
(g° A mod 53) = 24 donc s + {(A) = 44(2) (modulo 52). 
Finalement : {(30) = 13. 


Il — ] 
Les puissances de p1 dans [1,p — 1] sont 1, p1, --., pi où k =E (2). 
n p1 
Il — 1 
Il y en a donc E (=) + 1. 
In p1 


Lorsque s décrit [0,p — 2], g° A (mod p) décrit (exactement une fois) [1,p — 1]. 
La probabilité demandée est le nombre d’entiers qui conviennent divisé par le nombre p — 1 de 


1 I — 
cas soit E UE -1 |. 
pp] In pi 


In(p—1 
Elle est supérieure à =, 
(p—1)mp: 
: fixé .  i no — 
Pour à fixé, le nombre d’entiers de la forme p{p} est le nombre d’entiers j tels que p} < Ê + 
Pi 
=; — 1 
In (Heb) In @ ) 
. ; pi ; tan pi 
soit le nombre d’entiers de |0,E , Qui est supérieur à —————, donc le nombre 
In p2 In po 


d’entiers qui se factorisent en fonction de p1 et p2 est supérieur à 


1 H, pl mp1 
Sen où h = E (D). 
In p2 Pi 


de re ete OP PT EDR rt, (Ge) 


Dia DDR © In pa 2 In po 7 2(np1)(mp2) 
"PSS 
Ainsi : P > - > (Hp = 0) | 
p—1  2(p—-1)(np)(np2) 


Majoration : il suffit de majorer le nombre d’entiers q de [1,p — 1] qui s’écrivent sous la forme 
ppè avec (a, 8) € N2. 


ee 
In pi 


Dans ce cas : Ing = alnp1 + Blnpo < In (p — 1) donc In(p—1) 
0O<B< de 


In(p—1 In(p—1 In(p—1 In(p—1 
Il y a donc au plus | E In (p —1) +IÏl(E In (p— 1) ete n (p fe n (p his 
In pi In po In pi In po 
choix pour le couple (a, 8), d’où le résultat. 


On généralise le travail fait précédemment. 


1 2% fIn(p—-1 
Majoration : comme ci-dessus, la probabilité recherchée est majorée par El ( =) —— 1) : 


Minoration. 
Montrons par récurrence sur n que, pour tout réel x > 1, le nombre d’entiers de [1,x] qui se 
(na) 


nl(in pi): (np) 
On l’a vu ci-dessus pour n = 1 et n = 2 (le fait que x était de la forme p — 1 avec p premier 


décomposent à l’aide de p1,..., ph uniquement est supérieur à 
1 1 


n’intervenait pas). 
Supposons le résultat vrai pour n — 1 nombres premiers et passons à n. 


Pour ii fixé, le nombre d’entiers inférieurs à x de la forme p!! (p3 ce. Fr) est le nombre d’entiers 


: n—1 
[ep ]) 
de la forme p} --- pt inférieurs à — donc est supérieur à Ale 
pr (n — 1)! (In p2) --: (Inph) 


ki In {x/pi1)"" 
Le nombre d’entiers recherché dans [1,x] est donc supérieur à T = ÿ° /ril) 


#=0 (n — 1)!(In p2) ++: (In pa) 
avec 4 = E (e) 


In pi 
ki x n—1 
Soit S = ÿ° (in .) 
i=0 Pi 


n—1 
ch 
On remarque que, pour à < k1—1:VtefInx —(i+1)Inpi,inx —ilmp], #1 < (in =) 


n—1l 
1 nx 1 Inx 1 n 
donc 8 > Ê L ) | | Ru 


pi pi tas: In p1 Jo nn p1 
Inx)" 
d’où T' > ( ) et on a l’hérédité. 
n!(In p1)---(Inp,) 
Finalement, la probabilité pour qu’un entier de [1,p—1] se décompose en fonction de p1, ++, pa 


(m(p—1))" 
nl(p—1)(np1)-.-(nps) 


uniquement est supérieure à 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2006 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 
(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des 
copies. 


L'’énoncé comporte trois exercices indépendants. 


Il n’est pas obligatoire de traiter les exercices dans l’ordre de l'énoncé, à condition d’indiquer 
clairement l’exercice et la question traitée en respectant l'indexation du texte. 


Pour poursuivre la résolution d’un exercice, les candidats peuvent admettre les résultats d’une 
question, à condition de l'indiquer clairement sur la copie. 


Exercice 1 


Si n est un entier naturel strictement positif, on note &a@;-1...a1ao son écriture décimale. On a 
donc n = 10°a; + 10° la;_1 + + -: + 10a1 + ao, les entiers a;,0 < j < à, sont compris entre O0 et 9, 
et a; À 0. 

On désigne par q un entier compris, au sens large, entre 1 et 9, on pose p = 10q—1 et l’on considère 
la fonction f, qui à l’entier n = a;a;_1...a1a0 associe l’entier 

fafn) = Ga... &i + qao (si à = 0, alors f{(n) = qao). 

Enfin, l’entier q étant fixé, on associe à tout entier n la suite (nz) définie par les relations n9 = n 


et, pour tout entier naturel k, nx41 = fq(nx). Par exemple, si l’on fixe q = 5, la suite associée à 
4 907 est 4 907, 525, 77, 42, 14, 21, 7, 35, 28, 42, 14... 


1. Vérifier que f4(n) = 2e. En déduire que f,(p) = p. 
2. (a) Montrer que, si m > p, alors f{(m) < m. 
(b) En déduire que pour tout entier n, il existe un entier j tel que n; < p. 
3. (a) Montrer que, si m < p, alors f{(m) < p. 
(b) En déduire que pour tout entier n, la suite (nz) est périodique à partir d’un certain 


rang, c’est-à-dire qu’il existe des entiers k et T (T > 0) tels que nj/r = nj pour tout 
jZk. 
4. Établir que, pour tout entier n, f(n) est congru à qg x n modulo p. 


5. Pour quelles valeurs de q la fonction f, a-t-elle des points fixes (c’est-à-dire des entiers m 
tels que f,(m) = m) autres que p? Quels sont alors ces points fixes ? 


6. Montrer que, pour des choix convenables de q, l’étude de la suite (nx) associée à un entier n 
fournit des critères de divisibilité de n par 9, 19, 29, 13, 49 et 7. Enoncer ces critères. 


Exercice 2 


Partie I 


Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1. 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, soit #7 l’ensemble d’équation (1 — x)(1 — y) = a 
et soit 44 l’ensemble des points de coordonnées (x, y) de tels que 0 <x <1et0<y<1. 


1. Préciser la nature de 7. Représenter 47 et 34. 

2. Montrer que, quand le point de coordonnées (x,y) décrit 44, la somme x + y décrit un 
intervalle que l’on précisera. 

3. Déterminer l’ensemble des valeurs de x? + y? quand le point de coordonnées (x, y) décrit #4. 
Indication. On pourra montrer que si (x,y) sont les coordonnées d’un point de # et si 


s = x +, alors 
a? + y? = 5? — 25 +9 — 20. 


Les résultats des deux questions suivantes n'’interviennent pas dans le reste de l’exercice. 


4. Déterminer, en discutant selon la valeur de a, le nombre de points d’intersection de #4 et 
du cercle de centre O et de rayon V2(1 — y/a). 


5. Déterminer l’aire du domaine limité par #4 et les axes de coordonnées. 
1 
En déduire, pour a € È 1 | l'inégalité 


SU ya) <i= 0 Lula. 
L’équation 
T 
2 
admet-elle une solution appartenant à ]0,1[? 


tea tt oine 


Partie II 


Étant donné deux points distincts P et Q du plan, on note | PQ[ l’ensemble des points du segment 
[PQ] distincts de P et Q. 


Dans le plan, on considère un triangle ABC et on désigne par À la longueur de la hauteur issue de 
A. 


On note [le cercle inscrit dans le triangle, 1 son centre et r son rayon. 


On rappelle que I est le point d’intersection des bissectrices intérieures de ABC, c’est-à-dire le 
point intérieur au triangle vérifiant {AB = I1AC, IBC = I1BA et ICA = ICB. 


On note A3 (respectivement Ac) la droite passant par B et orthogonale à (BI) (respectivement 
passant par C et orthogonale à (C'I)). 


1. Soit J le point d’intersection de Ag et Ac. 
Montrer que les distances de J aux trois droites (AB), (BC), (C'A) sont égales. En déduire 
que J appartient à la droite (AI) et est le centre d’un cercle [” tangent aux droites (AB), 
(BC), (CA). 
Le cercle [” est le cercle exinscrit dans l’angle À du triangle ABC. 

2. En examinant les angles des triangles en question, montrer que AIC' est semblable à ABJ 
et que AIB est semblable à ACJ. 
En déduire AI - AJ = AB - AC. 


3. Soit f l’homothétie de centre À qui envoie J sur 1. 
Préciser l’image par f du cercle l’ et de la droite (BC). En déduire 
AT h=2r 
AJ h 


Soit D un point de |BC. 


On note J, et L les centres des cercles inscrits dans les triangles ABD et AC D et on note r1 et r2 
leurs rayons ; on note enfin J, et J2 les centres des cercles exinscrits dans l’angle À des triangles 
ABD et ACD. 


4. Montrer que les triangles Al:J2 et AIC sont semblables. De même, les triangles AbJ; et 


AIB sont semblables. 


Al; AI 
5. En exprimant 122 de deux façons différentes, établir la relation 
AJ AJ: 


h(h — 2r) = (h — 2r1)(h — 2r2). 


Partie III 


On conserve les notations ABC, h, r données dans la deuxième partie. 
Dans les questions 1 et 2, pour tout point D de |BC{, les rayons des cercles inscrits dans les 
triangles ABD et ACD sont notés r1(D) et r2(D), ou simplement r; et r2 s’il n’y a pas ambiguïté. 
1. Montrer qu'il existe un unique point Æ de ]BCT tel que r1(Æ) = ra(E). 
2. (a) Montrer que E est le point de |BCT pour lequel r1 + r2 est maximal. 


(b) Montrer que E est le point de | BC! pour lequel r? + r? est minimal si et seulement si 
L'ET2 
8r < 3h. 


3. Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul et on note N = 2”. 


On considère N + 1 points distincts Do, D1,..., Du_1, Dn placés dans cet ordre sur le 
segment [BC] : autrement dit, pour tout entier à de [1,N — 1], le point D; appartient à 
DD 


On suppose de plus que Do = B et Dn = C. 
Pour tout entier à de [1, N|, on note r; le rayon du cercle inscrit dans le triangle AD;_;D;. 


(a) L’entier n étant donné, déterminer la valeur maximale de r1 + r2 +--:+rn quand 
Di,..., Dn-1 varient dans |BCT en respectant les conditions décrites ci-dessus. 
On montrera, par exemple par récurrence sur n, que cette valeur maximale est atteinte 
lorsque T1 = 72 =... =TN. 

(b) On note u, la valeur maximale trouvée au (a). 
Exprimer w, en fonction de r, À, n. 
Montrer que la suite (u,) converge vers une limite que l’on exprimera en fonction de r 
et À. 

(c) On suppose 8r < 3h. 
L’entier n étant donné, déterminer la valeur minimale v, de r? +--: +74. 


Montrer que la suite (2”v,) converge. 


Exercice 3 


Le but de cet exercice est d’étudier les intersections d’un cube avec des plans passant par son 
centre, et d’encadrer l’aire des sections planes ainsi obtenues. 


Partie I. Une formule pour calculer des aires planes 
— — — 
1.34 R 
— 


— — 
Soit # un plan, de vecteur normal unitaire n . On pose n + # — cos, et l’on désigne par Z9 le 


L'espace est rapporté à un repère orthonormal (0 ; 


< EME 
plan de repère (O, à ,j). 
1. On suppose dans cette question que Z et le plan 5 ne sont pas parallèles. 
Soit Z la droite d’intersection des plans Z et Z6, À et B des points de Z, C un point de 


P, C" le projeté orthogonal de C sur le plan Z, et enfin H le projeté orthogonal de C sur 
la droite (AB). 


(a) Justifier le fait que H est également le projeté orthogonal de C” sur la droite (AB). 


(b) En déduire une relation entre les longueurs CH, C'H et l’angle +, puis entre les aires 
S et S’ des triangles ABC et ABC". 


(c) Soit Q un polygone contenu dans le plan Z, Q' son projeté orthogonal sur le plan Z5, 
S et S' leurs aires respectives. Montrer que 


S' = S|cos |. 


— — 
2. Que dire dans le cas particulier où Z et le plan (O, à , j ) sont parallèles ? 


— — — — 
3. On pose n - i =cosaet n - j = cos /f. 
—_ — — — 
(a) Montrer que les valeurs absolues des coordonnées de n dans la base (4 , 5 ,k ) sont 


|cos a|, | cos 6] et | cos |. 


1 


(b) Soit Q un polygone contenu dans le plan Z, S son aire, S”, S” et S”/ les aires de ses 
— — — — — — 
projetés respectifs sur les plans de repères (O,i ,j),(0,j,k)et(O,k,i). 
Montrer que : Sert sep our 


Partie II. Sections planes d’un cube 
A. Généralités 


L'espace étant rapporté au repère orthonormal 
MN LA 

(O ; à ,j,k), on considère le cube .# de 

centre © représenté ci-contre, dont les sommets 

ont pour coordonnées : 


A (1,1,1) 


D'  (-1,1,-1) 
ainsi qu’un plan Z passant par ©, dont l’inter- 
section avec # est un polygone æ. 


1. Montrer que Z contient 0, 2 ou 4 sommets de .#. 


2. Combien y a-t-il de plans Z contenant 4 sommets de .#°? Déterminer dans ce cas la nature 
de «Ÿ ainsi que son aire. 


3. On suppose que Z contient exactement deux sommets de .#, À et À’. 
(a) Montrer que Z rencontre une des trois arêtes [BCT, [CD] ou [BD]. 


(b) On suppose que Z rencontre l’arête [BC] en un point N de coordonnées (—1,y,1). 
Déterminer, selon la valeur de y, la nature exacte de 7 et calculer son aire. 


(c) Donner, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l’aire de «7 lorsque 
y varie. 


4. On suppose que Z ne contient aucun sommet de .#. 


(a) Montrer que chacun des demi-espaces limités par Z contient exactement 4 sommets de 


FC 


(b) Prouver que Z rencontre 4 ou 6 arêtes de #. 


Dans toute la suite on ne considère que des plans Ÿ ne contenant aucun sommet de X. 


B. Plans Z rencontrant 4 arêtes de # 


On considère un plan Z rencontrant l’arête [AB] en un point M de coordonnées (u, 1,1) et l’arête 
[C'D] en un point N de coordonnées (v, —1,1). 


1. 
2: 


Déterminer, selon la valeur de u et v, la nature exacte de 7 et calculer son aire. 


Donner, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l’aire de 7 lorsque u et 
v varient. 


C. Plans Z rencontrant 6 arêtes de # 


On considère un plan Z rencontrant l’arête [AB] en un point M de coordonnées (x, 1,1) et l’arête 
[BCT en un point N de coordonnées (—1,y,1). 


1 


Montrer que Z rencontre l’arête [C'4'] en un point À de coordonnées (—1,—1,z). Donner, 
sur un croquis à main levée, la construction géométrique du point À, les points M et N étant 
donnés. 


. Établir que les trois nombres réels x, y et z sont liés par la relation : 


(1) BRU EE Gyz = 0: 


3. Dessiner le polygone & pour x = y = z = 0 et calculer son aire. 


4. Montrer que l’aire S de 7 vérifie la relation : 


(3 x+ytay) +(3+x—2+22) +(3—y+2+ yz). 


On pose désormais : 


FEU) = (8 r+y+xy) +(3+7x 2z+xz) + (3 —y+ 2 + yz)?. 


. Déterminer l’ensemble des valeurs de $ lorsque les points M et N varient de manière que 


x +y= 0. 
u — 1 v—] 


. Étant donné des réels strictement positifs u, vu et w, on pose æ — _. et 


HE cul 
w—1 


Z = —. 
w +1 
(a) Vérifier que, lorsque le triplet (x,y, 2) vérifie la relation (1), on a uvw = 1 et 
= 
a uv 
1 + uv 
(b) On pose 


glu,v) = f ( 


et l’on admet que l’on a la relation : 


u—l v—1 1—-uv 
u+l'v+1 1+uv 


ue 3 + u + uv)?(1 + u + u? + uv + u?v + uv?) 
LÉ de (1 + u)2(1 + v)2(1 + uv)? 


Montrer que l’on à, pour tout couple (u,v) de réels strictement positifs, l'encadrement 
24 < g(u,v) < 32. 


En déduire, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l'aire de 7 lorsque 
x et y varient. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2006 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


(Version avec éléments de correction) 
(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des 
copies. 


L'’énoncé comporte trois exercices indépendants. 


Il n’est pas obligatoire de traiter les exercices dans l’ordre de l'énoncé, à condition d’indiquer 
clairement l’exercice et la question traitée en respectant l'indexation du texte. 


Pour poursuivre la résolution d’un exercice, les candidats peuvent admettre les résultats d’une 
question, à condition de l'indiquer clairement sur la copie. 


Exercice 1 


Si n est un entier naturel strictement positif, on note &a@;-1...a1ao son écriture décimale. On a 
donc n = 10°a; + 10° la;_1 + + -: + 10a1 + ao, les entiers a;,0 < j < à, sont compris entre O0 et 9, 
et a; À 0. 
On désigne par q un entier compris, au sens large, entre 1 et 9, on pose p = 10q—1 et l’on considère 
la fonction f, qui à l’entier n = a;a;_1...a1a0 associe l’entier 
faln) = G@i-1...& + qao (si à = 0, alors f,(n) = qao). 

Enfin, l’entier q étant fixé, on associe à tout entier n la suite (nz) définie par les relations n9 = n 


et, pour tout entier naturel k, nx41 = fq(nx). Par exemple, si l’on fixe q = 5, la suite associée à 
4 907 est 4 907, 525, 77, 49, 14, 21, 7, 35, 28, 42, 14... 


1. 


2. 


3. 


n + pPao 


Vérifier que f4(n) = ET En déduire que f,(p) = p. 
Corrigé On a fj(n) = no + q@o = Te. D'autre part p = (q — 1)9 donc 
succinct 
p+px9 
Jap) = ge = CI 


(a) Montrer que, si m > p, alors f,(m) < m. 


n + pa 
Corrigé On a fj(n) = mi ® donc pour que n > fa(n) 
succinct On > pao, il suffit que n > p, puisque ao < 9 [] 


, c’est à dire pour que 


(b) En déduire que pour tout entier n, il existe un entier j tel que n; < p. 


(a) Montrer que, si m < p, alors f4(m) < p. 


Corrigé Comme f,(n) = Le . 5 ; l'inégalité n < p entraîne 
succinct 
p(ao + 1) 
ADS 0 SV 


(b) En déduire que pour tout entier n, la suite (nz;) est périodique à partir d’un certain rang, 
c'est-à-dire qu'il existe des entiers k et T'(T > 0) tels que n;yr = n; pour tout j > k. 


Établir que, pour tout entier n, fan) est congru à q x n modulo p. 


n — a 


Corrigé Cela résulte de l'identité qg x n — f,(n) = p Ti 


succinct 


0 


Pour quelles valeurs de q la fonction f, a-t-elle des points fixes (c’est-à-dire des entiers m tels que 


fatm) = m) autres que p? Quels sont alors ces points fixes ? 


succinct — si q = 1 alors p =9 et 1,2,...,8 sont fixes; 


m = 23 ou 46 [] 


Corrigé La relation f,(m) = m équivaut à pao = 9m, donc : 


— si q > 1 alors p n’est pas divisible par 9, mais est divisible par 3 pour 
g=4et q = 7; il faut alors 3[ap. On trouve respectivement m = 13 ou 26, 


Montrer que, pour des choix convenables de q, l'étude de la suite (n;) associée à un entier n fournit 
des critères de divisibilité de n par 9, 19, 29, 13, 49 et 7. Enoncer ces critères. 


Corrigé 


succinct 


— siq = 1, n est divisible par 9 si, et seulement si, la suite est cofinale à 
9; 
— si q = 2, n est divisible par 19 si, et seulement si, la suite est cofinale à 
19; 
— si q = 3, n est divisible par 29 si, et seulement si, la suite est cofinale à 
29; 
— si q = 4, n est divisible par 13 si, et seulement si, la suite est cofinale à 
13, 26 ou 39; 
— si q = 5, n est divisible par 49 si, et seulement si, la suite est cofinale à 
49, et divisible par 7 (et pas par 49) si, et seulement si, la suite est cofinale 
à (42, 14, 21, 7, 35, 28). 

etc. [] 


Un 


Exercice 2 


corrigé détaillé est placé en fin d'exercice. 


Partie I 


Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1. 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, soit #7 l’ensemble d’équation (1 — x)(1 — y) = a 
et soit 44 l’ensemble des points de coordonnées (x, y) de tels que 0 <x <1et0<y<l1. 


1. Préciser la nature de 7. Représenter 47 et 44. 


2. Montrer que, quand le point de coordonnées (x,y) décrit #4, la somme x + y décrit un 
intervalle que l’on précisera. 


3. Déterminer l’ensemble des valeurs de x? + y? quand le point de coordonnées (x, y) décrit #4. 


Indication. On pourra montrer que si (x,y) sont les coordonnées d’un point de Æ# et si 


s = x +, alors 


2° + y = 8? — 25 +92 — 20. 


Les résultats des deux questions suivantes n'’interviennent pas dans le reste de l’exercice. 


4. Déterminer, en discutant selon la valeur de a, le nombre de points d’intersection de 44 et 
du cercle de centre O et de rayon V2(1 — y/a). 


5. Déterminer l’aire du domaine limité par #4 et les axes de coordonnées. 


1 
En déduire, pour a € È 1 | l'inégalité 


L’équation 


T 


jU- va) <1-a+alma. 


T 


JU va) =1-a+aima 


admet-elle une solution appartenant à ]0,1[? 


Partie II 


Étant donné deux points distincts P et Q du plan, on note | PQ[ l’ensemble des points du segment 
[PQ] distincts de P et Q. 


Dans le plan, on considère un triangle ABC et on désigne par h la longueur de la hauteur issue de 


A. 
On note [le cercle inscrit dans le triangle, 1 son centre et r son rayon. 


On rappelle que Z est le point d’intersection des bissectrices intérieures de ABC, c’est-à-dire le 
point intérieur au triangle vérifiant {AB = I1AC, IBC = I1BA et ICA = ICB. 


On note AB (respectivement Ac) la droite passant par B et orthogonale à (BT) (respectivement 
passant par C et orthogonale à (C'I)). 


1. Soit J le point d’intersection de A3 et Ac. 
Montrer que les distances de J aux trois droites (AB), (BC), (C'A) sont égales. En déduire 
que J appartient à la droite (A1) et est le centre d’un cercle I” tangent aux droites (AB), 
(BC), (CA). 
Le cercle [” est le cercle exinscrit dans l’angle À du triangle ABC. 


2. En examinant les angles des triangles en question, montrer que AIC' est semblable à ABJ 
et que AIB est semblable à ACJ. 


En déduire AI + AJ = AB : AC. 
3. Soit f l’homothétie de centre À qui envoie J sur 1. 
Préciser l’image par f du cercle [” et de la droite (BC). En déduire 


AT ._h—2r 
AT 


Soit D un point de |BC. 


On note J, et L les centres des cercles inscrits dans les triangles ABD et ACD et on note r et r2 


leurs rayons ; on note enfin J, et J2 les centres des cercles exinscrits dans l’angle À des triangles 
ABD et ACD. 


4. Montrer que les triangles Al: et AIC sont semblables. De même, les triangles AbJ; et 
AIB sont semblables. 


Al; AI 
5. En exprimant LE de de façons différentes, établir la relation 
AJ2 AJ 


R(R = 2) — (R = 2r1)(h ni 2r2). 


Partie III 


On conserve les notations ABC, h, r données dans la deuxième partie. 
Dans les questions 1 et 2, pour tout point D de |BC{, les rayons des cercles inscrits dans les 
triangles ABD et ACD sont notés r1(D) et r2(D), ou simplement r; et r2 s’il n’y a pas ambiguïté. 
1. Montrer qu'il existe un unique point Æ de ]BCT tel que r1(Æ) = r2(E). 
2. (a) Montrer que E est le point de |BCT pour lequel r1 + r2 est maximal. 


(b) Montrer que E est le point de | BC! pour lequel r? + r? est minimal si et seulement si 
8r < 3h. 


3. Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul et on note N = 2”. 


On considère N + 1 points distincts Do, D1,..., Du_1, Dn placés dans cet ordre sur le 
segment [BC] : autrement dit, pour tout entier à de [1,N — 1}, le point D; appartient à 
]D:-1D;l. 


On suppose de plus que Do = B et Dn = C. 
Pour tout entier à de [1, N|, on note r; le rayon du cercle inscrit dans le triangle AD;-_1 Di. 


(a) L’entier n étant donné, déterminer la valeur maximale de r1 + r2 +--:+rn quand 
Di,..., Dn-1 varient dans |BCT en respectant les conditions décrites ci-dessus. 
On montrera, par exemple par récurrence sur n, que cette valeur maximale est atteinte 
lorsque T1 = 72 =... =TN. 

(b) On note u, la valeur maximale trouvée au (a). 
Exprimer w, en fonction de r, À, n. 
Montrer que la suite (u,) converge vers une limite que l’on exprimera en fonction de r 
et À. 

(c) On suppose 8r < 3h. 
L’entier n étant donné, déterminer la valeur minimale v, de r? +--: +74. 


Montrer que la suite (2”v,) converge. 


Corrigé. 
PARTIE I 


1. Soient (O, i, j) le repère considéré par l’énoncé, et Q le point de coordonnées (1,1). 


Si (x, y) sont les coordonnées d’un point M dans (O,i, j), alors les coordonnées de M dans (Q, 1, 5) 
sont X = x—1et Y = y — 1. Le point M appartient à H si et seulement si (x — 1)(y — 1) = a, 
c’est-à-dire XY — a. Comme a n’est pas nul, on en déduit que # est une équation d’hyperbole 


@ 
de centre Q, graphe dans (Q,4,3) de la fonction X + raie asymptotes sont les axes du repère 
(Qi, j), c’est-à-dire les deux droites d'équations respectives x = 1 et y = 1. 

L'ensemble H; est l’intersection de # avec le carré défini par les conditions 0 < x <1,0<y< 1. 
oi 
Si (æ,y) € H1,onal—x>(1—-x)(1—y) = a, puis x € [0,1—a] et y = 1- Fe. réciproquement, 
— À 
a 
si æ € [0,1 — a], alors (x, 1 — 1) € Hi. 
—T 
Ainsi H1 est l’arc d’hyperbole égal au graphe de la fonction F définie sur [0,1 — a] par F : 
a 


xt l—- 


1—x 
Ses points limites sont P = (0,1 — a) et Q = (1 — a, 0). On notera R = (1 — Va, 1 — Va). 


On peut remarquer que H et H sont invariants par la transformation (x,y) + (y,x), c'est-à-dire 
par la symétrie par rapport à la première bissecrice du repère (droite d’équation x = y). 


Étudions les variations de la fonction g : x + x + F(x) sur le segment [0,1 — a]. 


La fonction g est dérivable sur [0,1 — a] et g' (x) = 1 — ; pour tout x. La fonction dérivée 


a 
(1—x) 
g' s’annule en x0 = 1 — Va; elle est positive sur [0, xo], négative sur [x0, 1 — a] : 

la fonction g est donc croissante sur [0,x0] et décroissante sur [x0, 1 — a]. Comme elle est continue, 
l’ensemble de ses valeurs est l'intervalle [m,m/] où m et m/ sont respectivement son minimum et 


son maximum sur [0,1 — a]. On a m! = g(xo) = 2 — 2V/a et m = min(g(0), g(1 — a)) = 1 — a. La 
valeur minimale de x + y correspond aux points P et Q; la valeur maximale à R. 

Finalement, l’ensemble des valeurs prises par x +y quand (x, y) décrit H1 est le segment [1 — a, 2 — 
2/a. 

Remarques. 


e La relation g(0) = g(1—a) était prévisible : ce sont les valeurs de x+y en deux points symétriques 
par rapport à la première bissecrice. 


2 AN? 
e Une autre méthode est de partir de a = (1 — x)(1 — y) = (i L . # Ë _ 


que |x — y] décrit [0,1 — a], il est facile de retrouver les résultats précédents. 


. Remarquant 


3. Pour (x, y) € H1, on à (1 — x)(1 — y) = a, donc 1 — s + xy = à, puis xy = a+s—1. 

On obtient alors x? + y? = (x + y)? — 2xy = 8? — {a+ s — 1) = 5? — 2s + 2 — 20. 

Soit À la fonction définie sur [1 — a,2 — 2V/a] par h(s) = 5? — 25 + 2 — 2a = (s — 1)? + 1 — 2a. 
Quand (x,y) € H1, s = x+7y décrit [1— a,2 — 2Va] et x? + y? décrit l’image par À de ce segment. 


D'après le théorème des valeurs intermédiaires, l’ensemble des valeurs prises est le segment dont 
les bornes sont le minimum et le maximum de h. 


Pour préciser ce segment, on discute selon la position de 1 par rapport à [1 — a,2 — 24/a]. 
1 
Remarquant que 2 — 2/a < 1 si et seulement si a > 2’ on a les cas suivants. 


1 
e Premier cas. a > — 
Comme 2 — 24/a < 1, h est décroissante sur [1 — a,2 — 2V/a|. 


L'ensemble des valeurs de À est le segment [h(2 — 2Va),h(1 — a)] = [2(1 — Va)?,(1 — a)*]; les 
valeurs extrêmes 2(1 — Va)? et (1 — a)? sont les valeurs de x? + y? aux points R et P. 


1 
e Second cas. a < re 


Alors 1 — a <1 <2—24Va et h est décroissante sur [1 — a, 1] et croissante sur [1,2 — 24/4]. 
Le minimum de h est obtenu lorsque s = 1, et il vaut 1 — 2a. 


Le maximum de h est max(h(1 — a), h(2—2/a)) = max((1 — a)?, 2(1— Vay), c’est-à-dire la plus 
grande valeur x? + y? entre P et R. 


Comme (1— a)? — 2(1 — Va)? = (1— Va)”((1+ a)? — 2) est de même signe que 1 + Va — V2, 

donc de même signe que a — (V2 — 1)?, on conclut que le segment demandé est [1 — 2a, (1 — a)?] 
1 

si(V2—-1} <a< 2’ (et aussi si a = 2) et est [1 — 2a,2(1 — Va)?] si 0 < a < (V2 — 1)? (et aussi 


Sa=(v2-1)). 


4. Il s’agit de déterminer les points (x,y) de H1 tels que x? + y? = 2(1 — Va)? = h(so). On doit 
résoudre h(s) = h(s0), ce qui donne s = 59 ou 58 = 2 — 9 = 2/a. 


D'après la question 2, on a s = 2(1 — /a) si et seulement si (x,y) = (1 — ÿ/a,1 — Va) = R. 


La condition s = /a conduit à examiner si 24/4 appartient à l'intervalle [1 — a, 2 — 2V/a] trouvé au 
2, ce qui dépend de la position relative de 24/a et de 2 —2/a. Comme (2—2V/a)—2/a =2—4Va 


est du signe de 1— a, on obtient les résultats suivants. 


1 
eSia< 2’ alors 1 — a < 2Va < 2 — 2V/a et la question 2 montre qu'il existe deux valeurs de x 
dans [0,1 — a] telles que F(x) = 1 + a; elles correspondent à deux points (x, y) symétriques par 


rapport à la première bissectrice. Avec le point R, on conclut qu'il existe trois points d’intersection 
de H1 avec le cercle de centre © de rayon V2(1 — Va). 


1 
eSia— 2 alors 2V/a = 2 — 2/a = 1. La condition s = 2/a donne le point R et on conclut qu’il 
existe un point d’intersection de #1 et du cercle; ce cas peut être vu comme cas limite du cas 
précédent, les trois points trouvés précédemment “se confondant en un seul”. 


1 
eSia> 2’ alors 2/a > 2 — 24/a; il n'existe pas de point de H; tel que x + y = 2V/a et on conclut 


que l'intersection de H1 est réduite au point À. 


5. e Calcul de l’aire du domaine limité par H\1 et les axes de coordonnées. 


Le domaine D considéré est l’ensemble des points au-dessous du graphe de la fonction F' définie 
au 1. 


Autrement dit D = {(x,y) € R°|0<x<1-—a, 0<y< F(x)}. 


Son aire vaut 


1-a 1—-a 1+a A 
A= | F(x) a = | Rdæ={(r-am(i-x)], =1-a+aln(a). 
0 0 


T 


1 
SU va) <1-—a+aln(a), pour + <a<l. 


e Inégalité 


: 1 
Dans cette sous-question, on suppose a 2 rh 


Nous sommes dans l’un des deux derniers cas de la question 4. 
D'après cette question, pour tout (x,y) € H1, on a x? + y? < 2(1 — Va)’. 
Géométriquement, cela signifie que le quart de disque 
D' = {(x,y) € R°fx > 0, y > 0, x? + y? < 2(1 — Va)?} est inclus dans D; son aire est donc 
inférieure ou égale à l’aire de D. 
1 
L’aire de D’ vaut ar (v2G — Va)? = SU — Va)? ; l'aire de D vaut 1 — a + aln(a). On conclut 
SU — Va}? <1-—a+aln(a). 
e Étude de l'équation SU — Va}? =1-a+aln(a). 


Soit w la fonction définie sur |0,1[ par (t) = 1 —t +tIn(t) — Zi — #)?. La fonction @ est 


continue sur son intervalle de définition, en tant que somme de produits de fonctions continues. 
Pour montrer qu’elle s’annule, il suffit, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, de montrer 
qu’elle prend des valeurs positives et des valeurs négatives. 


1 1 
Or, on remarque que PC) <0< #() : la première inégalité résulte d’un calcul numérique, la 
seconde de la question précédente. (Pour montrer que @ prend des valeurs négatives sans recourir 


à un calcul numérique, on peut aussi déterminer la limite de w(t) quand t tend vers 0 par valeurs 


T 
supérieures ; elle vaut 1 — 5 et est strictement négative, ce qui permet de conclure.) 


us 
On conclut que Y s’annule, c’est-à-dire qu’il existe a tel que ;U = ya) = 1-8 #+4n(a). 


1 
Remarque. Une étude plus fine montrerait que 4 est strictement croissante sur jo, 4 qu’il existe 


un unique réel a solution dans ]0,1[ de l’équation considérée, et qu’il vaut 0,205851 à 106 par 
défaut. 


PARTIE II 


1. Étant orthogonale à la bissectrice intérieure (BI), la droite (BJ) est bissectrice extérieure en 
B du triangle ABC (la réflexion d’axe (BI) échange (AB) et (BC), envoie (BJ) sur elle-même et 
conserve les angles géométriques). On en déduit que J est équidistant de (AB) et (BC). De même 
J est équidistant de (AC) et (BC). 


Notons d la distance commune de J aux droites (AB), (BC), (C'A); alors le cercle de centre J et 
de rayon d est tangent à ces droites. 


Il reste à justifier que J appartient à la droite (A7). Sachant que J est équidistant de (AB) et 
(AC), il s’agit de montrer que J n’est pas sur la bissectrice extérieure en À de ABC. Pour cela, on 
peut prouver que J est dans le secteur limité par les demi-droites [AB) et [AC'). Mais une façon 
plus agréable est de considérer J’, point d’intersection de (AI) et de Ag; alors J’ est équidistant 
des trois côtés, donc est sur l’une des deux bissectrices de ABC' issues de C'; or J' n'appartient 
pas à (CI) car sinon on aurait J’ = 1; donc J’ appartient à Ac, puis J' = J. 


2. Par définition de /, on a TAC = BAI, et comme J € (AÏ),on a TAC = BAJ. 
Ensuite AIC = x — TAC - ICA = » - (BAC + BCAÀ)/2 = » — (x — ABC)/2 = »/2+ ABC/2. 
D'autre part, ABJ = ABI + 1BJ = x/2 + ABC /2. 


En combinant, on obtient ABJ = AIC. 


Les angles en À et B du triangle ABJ sont respectivement égaux aux angles en À et I du triangle 
AIC : cela signifie que les triangles ABJ et AIC sont semblables. 


On montre de même que les triangles ACJ et AIB sont semblables. 


AI À 
45 — _. conséquence de la similitude de ABJ et AIC, et donc AI - AJ = AB : AC. 


On a 
3. L'image de L”’ par f est un cercle de centre J; ce cercle est tangent aux droites (AB) et (BC). 
Son rayon est donc égal à la distance de I à (AB). Finalement, f(T”) est le cercle inscrit L dans le 
triangle ABC. 

Comme (BC) est tangente à l”, son image par f est une droite À tangente à L'; de plus, f étant 
une homothétie de centre À n’appartenant pas à (BC) , À est parallèle à (BC) distincte de (BC) : 
finalement A est la parallèle à (BC), distincte de (BC) et tangente à T. La distance de (BC) à A 
vaut 2r. 


Si M est le pied de la hauteur issue de À et si M’ = f(M), on a MM = 2r, donc AM’ = h — 2r. 


AM! h-—2 AI 
Le rapport de l’homothétie f vaut d’une part AN T et d’autre part PVÉ 
Final 7 AT  h—2r 
inalement —— — . 
AJ hk 


a ef Vi 2 
4. Pour commencer 1, AJ2 = T1, AD + DAJ — 5 (BAD + DAC) = ;BAC = JAC. 
Ensuite, on remarque que l;, D, J sont alignés : en effet, 


CIE 


T 
2 


Die, HS dl 
On en déduit Al1J2 = AT D = jABO+= (la seconde égalité s’obtenant en appliquant au triangle 
ABD la relation trouvée au 2 pour le triangle ABC), d’où AL AG: 


Les angles en À et ZI, de Al;J2 sont respectivement égaux aux angles en À et I de AIC'; les 
triangles Al,J2 et AIC sont donc semblables. 


Al; AI 
5. En exprimant 122 de deux façons différentes, établir la relation 
AJ AJ 


h(h — 2r) = (h — 2r1)(h — 2r2). 


Al; AI : AD AI 
a AT t lables. D =, 
On a A3 — AO car Al,J2 et AIC sont semblables. De même, An AB 
On a alors 
Al; Ab AÏ AI AP? AT? AIT h—2r 


A} AJ ACAB AB.AC AI AJ AJ  h 


D'autre part, en appliquant le résultat de la question 3 aux triangles ABD et ADC, on obtient 


Al; Ab _ Al Ab LL h — 2r1 h — 272 
AJ Afi  AJi Ad h h 
27 h—2r, h—-2r 


Finalement : = Sp donc (h — 2r1)(h — 2r2) = h(h — 2r). 


PARTIE III 


1. e Pour commencer, montrons une réciproque du résultat de la question IT 5 : si p1 et p2 sont 
deux réels strictement positifs tels que (h — 2p1)(h — 2p2) — h(h — 2r), alors il existe un unique 

point D de |BCT tel que r1(D) = p1 et r2(D) = po. 

R(h — 2r) 
h — 2p2 

Il existe un unique cercle l'; de rayon p1 tangent à (AB) et (BC) et intérieur à ABC (c’est l’image 


De hk — 2p1 = < h—2r, on déduit p1 <r. 


de L' par l’homothétie de rapport El, Il existe alors un unique point D de | BC tel que li soit 
r 


inscrit dans ABD (D est le point d’intersection de (BC) et de la droite symétrique de (AB) par 
rapport à (Al;), où J est le centre de l'1). On a alors r1(D) = p1. Comme 


(= 2r1(D))(h — 2ra(D)) = A(h — 2r) = (h — 2p1)(h — 2p2) 
on à aussi r2(D) = p2. Ainsi D vérifie les conditions voulues, et c’est le seul. 


1 
° Cela étant, il existe un unique réel p tel que (h—2p)? = h(h—2r), à savoir p — 5 (n- R(R — 2r)). 
Pour que E vérifie r1(E) = r2(E), il faut et il suffit que r1(E) = r2(E) = p. D’après ce qui précède, 
cela détermine un unique point de ]BCI. 


2r 2r 2r 
2.a) Il est commode dans cette question et les suivantes de poser b = Fan Es y = _. 
La question II 5 montre qu’on a alors (1 — x)(1 — y) = 1 — b, et on a vu récipoquement au III 1 
qu’à chaque couple (x, y) de réels strictement positifs tels que (1 — x)(1 — y) = 1 — b correspond 
un unique point D. 


h 


Comme r1 +r2a = —(x + y), la question posée revient à maximiser x + y lorsque (1 — x)(1 — y) = a, 
où a = 1 — b, x et y étant des réels strictement positifs. 


La partie I montre que ce maximum a lieu lorsque x = y = 1 — Va. Cela signifie que r1 + ro est 
maximal lorsque D = E. 


2.b) Il s’agit ici de minimiser x? +4? lorsque (1—x)(1—y) = a. La discussion faite dans la question 


1 
TI 3 montre que le minimum est atteint pour x = y, qui correspond à E, si et seulement si a > 2’ 


as 27 _ 1 
c’est-à-dire 1 — rs > 2’ ou encore 8r < 3h. 


2r 2r 
3. a) Notant x; — ZT, x = “—, on constate aisément que (1—x)(1—-2)-..-(1—xn) = 1-x. 


Réciproquement, tout N-uplet de réels x; € ]0,1[ vérifiant cette relation correspond à un N — 1- 
uplet unique (D:,..., DN-_1) de points de |BC. 


On est donc amené à déterminer la valeur maximale de s = #1 +--: + xn lorsque (1 — x1)(1 — 
za)-.-(1—æn) =1-7x et 0 < x; < 1 pour tout 1. 


On va montrer par récurrence sur n que cette valeur maximale vaut N(1— V1 — x), obtenue 
lorsque tous les x; sont égaux à 1 — V1 — x. 


e L’assertion est vraie pour n = 1, d’après la question précédente. 


e Soit n > 1 et N = 2”. Supposons l’assertion vraie pour n, c’est-à-dire que quel que soit le choix 
de x € ]0,1{, le maximum de #1 +:-:+xn est égal à la valeur donnée ci-dessus. Montrons qu'il en 
est de même pour n + 1. 


Soient x1,...,%2n tels que 0 < x; < 1 pour tout à et (1 — x1)(1 — x2)--- (1 — x2n) = 1 — x. 
Pour 1<i< N, soit y = 1— (1 — x2-1)(1 — xx), de sorte que (1 — y)? = 1 — x. 
Soit z tel que (1— 2)" —=(1—ym)--:(1— y). 


D'après la question 2, on à æ2;_1 +79; < 2y;. D’après l'hypothèse de récurrence, on à y1+:--+yn < 


Nz. 
En combinant, on obtient æ1 +:::+xon < 2N2=2N(1- *V1- x). 
Remarques. 


e En examinant les étapes de la démonstration, on voit que le cas d'égalité se produit si et seulement 
si tous les x; sont égaux. 

e Bien sûr, cette question revient à établir qu’une somme de réels positifs dont le produit est donné 
est minimale quand ils sont égaux, résultat équivalent à l'inégalité entre moyenne arithmétique et 
moyenne géométrique. 


2r; 2 
b) e La valeur maximale est obtenue lorsque les _ valent 1 — + [1 — _— 


On obtient uy = nn (1 — Al ns +) — gHn(1 ile +) 


” 
Notant a=1-—ett— — 
otant a e N°28 


h 


In(a) 


1 — exp(tIn(a)) 
À : 


un =2Nh(1-— Va) =2Nh(1 — exp( ; 


) = 2h 


exp(tin(a)) — 1 


Or la limite de e quand t tend vers 0 est le nombre dérivé en 0 de la fonction 
tr exp(tIn(a)), c’est-à-dire In(a). 


k 
nan) 


Finalement (u,) tend vers —2hIn(1 — 7) = 2hln( 


c) On reprend les notations et la méthode de la question b). 


2r1 2r 


Notons x; — he Te 7° a = 1—-x. Sia > —, il s’agit de montrer que la valeur minimale de 


-rèlrk 


82 = 2? +... + x? lorsque (1 — æ1)(1 — x2)-:-(1 — xy) = a est atteinte quand tous les x; sont 


égaux (à 1— Ya), 

e L’assertion est vraie pour n — 1, d’après la question 2 b). 

e Soit n > 1 et N = 2”. Supposons l’assertion vraie pour n, c’est-à-dire que quel que soit le choix 
de a € Ë 1 | le maximum de x? ++ a? est égal à la valeur donnée ci-dessus. Montrons qu'il 
en est de même pour n + 1. 

Soit a > 1/4 et (1 — x1)(1— x2)--- (1 — an) = a. 

Pour 1 <i< N, soit y = 1— V{ — 29_1)(1 — zx), de sorte que (1 — y)? = (1 — x25_1)(1 — to). 


Il est essentiel de remarquer que la valeur commune a; des deux membres de cette égalité est 


supérieure ou égale à 4 : en effet, chaque a; appartenant à ]0,1{, le réel a; est supérieur au produit 
@ja2---an = à qui lui-même supérieur ou égal à . 
Cela permet d'appliquer la question 2b) et donc 23,_1 + 23, > 22. 
Soit z tel que (1— 2) = (1— y)... (1 — y). La valeur commune b des deux membres de cette 
égalité est supérieure ou égale à 3 1 P=(i-2)N = (y)... (1 y) = a > L d’où 
b= Va > : > = 
L'hypothèse de récurrence entraîne y} ++ YY > Nz°, puis 

dite +ain > (ui +. + UN) > 2Nz° = 2N(1- Va), 
ce qui achève la récurrence. 
Pour tout n, si (1—zx1)...(1—-æn)=1-zx,onazx?+...+1? > N(1— V1—x)?. 


La valeur minimale de r? + :::+ r? est alors 


2 N 2r\? 


2 


nm 
donc 2”, = u». 


2 
Avec la question b), on conclut que (2"v,) tend vers 4h° (In(1 — D) = 4h? (n( e )). 
— 2r 


11 


Exercice 3 


Le but de cet exercice est d'étudier les intersections d’un cube avec des plans passant par son 
centre, et d’encadrer l’aire des sections planes ainsi obtenues. 


Partie I. Une formule pour calculer des aires planes 
> — — 
aan) 


— — — 
Soit # un plan, de vecteur normal unitaire n . On pose n + # — cos, et l’on désigne par Z9 le 
— 


L'espace est rapporté à un repère orthonormal (O ; 


& TA 
plan de repère (O, à ,j). 
1. On suppose dans cette question que Z et le plan 5 ne sont pas parallèles. 


Soit Z la droite d’intersection des plans Z et Z5, À et B des points de Z, C un point de 
P, C" le projeté orthogonal de C sur le plan 9 et enfin H le projeté orthogonal de C sur 
la droite (AB). 


(a) Justifier le fait que H est également le projeté orthogonal de C” sur la droite (AB). 


Corrigé (AB) est orthogonale à (CH) et à (CC”) donc au plan (C'HC”) et donc à 
succinct (C'H). Cl 


(b) En déduire une relation entre les longueurs CH, C'H et l’angle +, puis entre les aires S et S” 
des triangles ABC et ABC". 


Corrigé En utilisant le rapport de projection orthogonale il vient C’H 
succinct CH|cos 7|. Les triangles ABC et ABC" ont [AB] pour base commune, donc 
leurs aires sont dans le même rapport que leurs hauteurs : $” = S|cos| [] 


(c) Soit Q un polygone contenu dans le plan , Q' son projeté orthogonal sur le plan Zo, S et S” 
leurs aires respectives. Montrer que 


S' = S|cosy|. 
Corrigé Le même raisonnement s’applique aux aires de rectangles ou de trapèzes 
succinct rectangles ayant une base portée par %, puis par décomposition (voir f- 


gure) à un triangle placé de manière quelconque, et enfin à un polygone, 
qui est réunion de triangles dont les intersections deux à deux sont vides 
ou réduites à des segments. 


— — 
2. Que dire dans le cas particulier où Z et le plan (O, à , j ) sont parallèles ? 


— — — — | 

3. On pose n - i —=cosaet n - j = cos. 
—_ — — — 
(a) Montrer que les valeurs absolues des coordonnées de n dans la base (4 , j ,k ) sont 


|cos a|, | cos 6] et | cos |. 


ÿ 
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(b) Soit Q un polygone contenu dans le plan Z, S son aire, S”, S$” et S”/ les aires de ses 
— — — — — — 
projetés respectifs sur les plans de repères (O,i ,j),(0,j,k)et(O,k,i). 


Montrer que : SF Sr URL Ge. 
: 2 2 2 12 
Corrigé Résulte de la relation cos” a + cos 8 + cos” 7 = ||n | =1 7 
succinct 


Partie II. Sections planes d’un cube 


A. Généralités 


L'espace étant rapporté au repère orthonormal 
Tr Te RE 

(O ; à ,j,k), on considère le cube .# de 

centre © représenté ci-contre, dont les sommets 

ont pour coordonnées : 


A TN) 
B (—1,1,1) 
C (—1,—1,1) 
D (1,—1,1) 
A (-1,-1,-1) 
B'  (1,-1,-1) 
C’ (1,1, —1) 


D'  (-1,1,-1) 
ainsi qu'un plan Z passant par O, dont l’inter- 
section avec .# est un polygone æ. 


1. Montrer que Z contient 0, 2 ou 4 sommets de .#. 


Corrigé Il faut bien entendu exploiter la symétrie de centre O ; on peut par exemple 
succinct discuter sur le cardinal de ZN4{A,B,C D}, qui ne saurait excéder 2. [] 


2. Combien y a-t-il de plans Z contenant 4 sommets de .#? Déterminer dans ce cas la nature de 
ainsi que son aire. 


Corrigé Il y a 6 parties à deux éléments dans {A, B,C, D}; on trouve deux plans 
succinct parallèles à chacun des trois axes, qui donnent des rectangles dont les côtés 
ont pour longueurs 2 et 2V2, donc d’aire 4V2. CI 


3. On suppose que Z contient exactement deux sommets de .#, À et À’. 


(a) Montrer que Z rencontre une des trois arêtes [BC], [C'D] ou [BD]. 


Corrigé P n’est pas parallèle à (BC) puisque D n’est pas dans Z. Donc Z ren- 
succinct contre (BC') en un point M tel que BM = xBÜ, x £ 0,x £ 1. La 
discussion est alors facile : si x > 1, Z rencontre [CD]; si 0 <x <1, 
rencontre [BC]; enfin si x < 0, Z rencontre [BD] (tracer (4'M)). On 
peut remarquer pour la suite qu’à des isométries du cube près les 3 cas de 
figure envisagés sont équivalents. [] 


(b) On suppose que Z rencontre l’arête [BC] en un point N de coordonnées (—1, y, 1). Déterminer, 
selon la valeur de y, la nature exacte de & et calculer son aire. 
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Corrigé 4 est un parallèlogramme. On a ON? = 2 + y? < OA? donc 4 n'est 
— — 


succinct jamais un rectangle. D’autre part ON -OA = y donc «4 est un losange 


pour y = 0. L’aire est 4/24 + 8y2. [] 


(c) Donner, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l'aire de «7 lorsque y varie. 


Corrigé Donc 26 £<S < 42. C 


succinct 


4. On suppose que Z ne contient aucun sommet de .#. 


(a) Montrer que chacun des demi-espaces limités par contient exactement 4 sommets de .#. 


Corrigé Utiliser la symétrie de centre O, qui laisse le cube invariant en échangeant 
succinct les demi-espaces limités par Z. 


(b) Prouver que Z rencontre 4 ou 6 arêtes de .#. 


Corrigé Soit E un demi-espace limité par , k le cardinal de EN {A,B,C, D}. 
succinct On constate que si k est pair alors Z sépare deux faces opposées du cube 
et rencontre (seulement) les arêtes joignant ces deux faces. 


C N B 


ce 


Tandis que si k est impair, on peut considérer par exemple (figure ci- 
dessus) le cas où E contient {B, 4',C", D'}; rencontre les trois arêtes 
[BA], [BC{, [C'A'] et les trois arêtes symétriques. [] 


Dans toute la suite on ne considère que des plans Ÿ ne contenant aucun sommet de X. 


B. Plans Z rencontrant 4 arêtes de # 


On considère un plan Z rencontrant l’arête [AB] en un point M de coordonnées (u, 1,1) et l’arête 
[C'D] en un point N de coordonnées (v, —1,1). 


1. Déterminer, selon la valeur de u et v, la nature exacte de & et calculer son aire. 


Corrigé 4 est un quadrilatère non croisé muni d’un centre de symétrie, donc un 
: — — 
succinct parallélogramme. On a OM? = 2+u?, ON? = 2+v?, OM -ON = uv, 
donc «7 est un rectangle lorsque |u] = |v|, un losange si u = 0 ou v = 0. 


L'aire S vérifie 8? — 4 (om?oN? _ (OM ON?) — 16 + 8u? + 8u?. [] 


2. Donner, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l'aire de 7 lorsque u et v varient. 
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C. Plans Z rencontrant 6 arêtes de # 


On considère un plan Z rencontrant l’arête [AB] en un point M de coordonnées (x, 1,1) et l’arête 
[BC] en un point N de coordonnées (—1,y,1). 


1. Montrer que Z rencontre l’arête [C'4’] en un point À de coordonnées (—1,—1,z). Donner, 
sur un Croquis à main levée, la construction géométrique du point R, les points M et N étant 
donnés. 


2. Établir que les trois nombres réels x, y et z sont liés par la relation : 


(1) z+y+z+zyz = 0. 


Corrigé 


succinct 


(MN) rencontre (AD) en P d’ordonnée yp = “7 > 1. Le 


symétrique P' de P par rapport à © a donc une ordonnée < —1, d’où 


Dee de À. Le théorème de THALES donne alors : 


— 1 
Le 8 hope trop riédsion 
1+2  yp—-1 
demandée. [] 


3. Dessiner le polygone 7 pour x = y = z = 0 et calculer son aire. 


Corrigé Hexagone régulier d’aire 3V3. [] 


succinct 


4. Montrer que l'aire $ de vérifie la relation : 


= (3-x+y+au) +(34+x—- 242) +(3—-y+23+ ve). 
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Corrigé On utilise les relations du I. : 
succinct É 


TE 


Par exemple la projection sur le plan xOy est un carré de côté 2 amputé 
de deux triangles rectangles de côtés 1 + x et 1 — y. 
4A—(1+x)(1-y)=3-x+y+xy. [0 


On pose désormais : 
JG y2)=(GB-2+y+2y) +(B+x-2+22) +(3-y+2+ y). 


5. Déterminer l’ensemble des valeurs de S lorsque les points M et N varient de manière que x + y = 0. 


Corrigé La relation x + y = 0 entraîne z = 0. Posons 4{x) = f(x, —x,0) = 27 + 
succinct 4x° + x. La dérivée w/(x) = 4x?(3 + x) est positive sur ]-1,1[, donc y 
prend sur cet intervalle toutes les valeurs de ]24,32{, et S toutes les valeurs 


de l'intervalle |2V6, aa]. CO 


£ 5 5 . is u—l vu—1 w—1 
6. Etant donné des réels strictement positifs u, v et w, on pose x = sy et z2 = —. 
+1 v+l w +1 
(a) Vérifier que, lorsque le triplet (x, y, z) vérifie la relation (1), on a uvw = 1 et 
1 
_ uv 
1+uv 
Corrigé Vu dans le corrigé succinct de C.2. [] 
succinct 
(b) On pose 


au = 1 (EE v— 1 =) 


u+1/v+1 1+uv 
et l’on admet que l’on a la relation : 


(+ v+uv)?(1 + u + u? + uv + u?v + u?v?) 
(1 + u)?(1 + v)?(1 + uv)? 


Montrer que l’on a, pour tout couple (u,v) de réels strictement positifs, l'encadrement 


g(u, v) = 32 


24 £ g(u,v) < 32. 


En déduire, dans ce cas de figure, le meilleur encadrement possible de l’aire de 7 lorsque x et 
y varient. 
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Corrigé 


succinct 


Les variations de $? en fonction de (x,y) ne sont pas simples : 


D'où la méthode proposée par l’énoncé. 
Si l’on pose g(u, v) = 32N/D, on trouve 


D-N=u+uv+uv+ uv? + uv? + uv? + uv + uv? + uv + uv 


quantité clairement positive, et 


AN —3D = 1—2u+u? + 2v0+ 2uv + 2u?v + Qu v +0? + 2uv? + Gu?v? + 2u°v? 


4,2 


uv Qu + Qu2v° + Qu 0° — Qu + uv + Qusvt + utvt. 


En regroupant (1— 2u + u?), (v? — Quu° + u?v*) et (u4v? — 2u4v° + uv“) 
on voit que cette expression est positive. 

Dans ce cas de figure, S ne prend pas d’autres valeurs que celles trouvées 
à la question précédente. [| 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2007 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des copies. 


L'énoncé comporte trois exercices indépendants. 


Il n’est pas obligatoire de traiter les exercices dans l’ordre de l'énoncé, à condition d'indiquer claire- 
ment l'exercice et la question traitée en respectant l'indexation du texte. 


Pour poursuivre la résolution d’un exercice, les candidats peuvent admettre les résultats d’une ques- 
tion, à condition de l'indiquer clairement sur la copie. 


Exercice 1 


On appelle fonctions de type 70 les fonctions « trinômes » sur [—1, 1], définies par : 


ti[-LI]—R x t(x) = ax? +bx +c, 


a, b, c étant des réels quelconques. Pour tout entier naturel non nul #, on appelle fonctions de type 
T, les fonctions de la forme f +1|g|, 1 étant un réel quelconque et f, g des fonctions quelconques 


de type 7,-1. 


1. Établir que la fonction ®, définie par g(x) — 0 pour tout x de [1,0] et g(x) = x pour 
tout x de [0, 1], est de type 71. 


2. On considère deux fonctions trinômes 4 et # telles que (0) — #(0) et on définit la fonction 
f:[-L1] — R telle que: 
Pour tout réel x de [—1, 0], f(x) = #(x) et pour tout réel x de [0, 1], f(x) = (x). 


Démontrer qu'il existe un entier naturel N tel que la fonction f soit de type 7. 


Exercice 2 


On considère dans cet exercice tous les tableaux carrés à 9 cases dans lesquelles sont placés dans un 
certain ordre tous les entiers de 1 à 9. Par exemple : 


1187 
91214 
61513 


À un tel tableau on associe les produits des éléments de ses lignes (56, 72, 90 dans l'exemple ci- 
dessus) et les produits des éléments de ses colonnes (54, 80, 84 dans l'exemple ci-dessus). 


1. (a) Étant donné un tel tableau, montrer qu’il a au moins une ligne dont le produit des 
éléments est supérieur ou égal à 72. 


(b) Donner un tableau de ce type dont les trois lignes ont un produit de leurs éléments 
inférieur ou égal à 72. 


2. Étant donné un tableau de ce type, montrer qu’il a au moins une ligne ou une colonne dont 
le produit des éléments est supérieur ou égal à 90. 


Exercice 3 


Dans tout l'exercice, étant donné un triangle non aplati ABC, on note 4, b et c les longueurs 
respectives des côtés BC, CA et AB. On dira que ce triangle est de type Ÿ si ses médianes issues 
de À et B sont perpendiculaires. 


Partie I : Géométrie 


1. Montrer qu'il existe des triangles ABC tels que l’on ait les relations : 


s b2 - a2 
C = — = —: 

2 à 
Établir qu'un tel triangle est rectangle en À et qu'il est de type Ÿ. 


2. Dans cette question on se fixe des points À et B et on considère l’ensemble l des points C 


tels que le triangle ABC soit de type Ÿ. 
(a) Déterminer l’ensemble des points G, isobarycentres de À, B et C, lorsque C décrit F. 
(b) En déduire l’ensemble FT. 


(c) Déterminer l’ensemble des valeurs prises par le rapport —- 
ë 


(d) Représenter l’ensemble des points À, orthocentres des triangles ABC, lorsque C décrit 


— — 

F (on se placera dans un repère (O ; 7, j ) tel que À et B aient pour coordonnées 
respectives (—1,0) et (1, 0) et l’on déterminera une fonction f telle que l’ensemble 
des points À soit la réunion des deux courbes d'équations respectives y — f(x) et 


7 = —f(x)). 


3. Dans cette question on se fixe des points À et C et on considère l’ensemble T” des points B 


tels que le triangle ABC soit de type Ÿ. 


(a) Déterminer l’ensemble [”. 


(b) Déterminer l’ensemble des valeurs prises par le rapport 5, 


b 


(c) Déterminer les triangles ABC de type Ÿ ayant un rayon du cercle circonscrit minimal. 
(d) Représenter l’ensemble des points À, orthocentres des triangles ABC, lorsque B décrit 
— 


T’ (on se placera dans un repère (O ; à, j) tel que À et C aient pour coordonnées 
respectives (—1, 0) et (—5, 0)). 


4. (a) Montrer qu'un triangle ABC est de type Ÿ” si, et seulement si, l’on a la relation 
(x) a? + b? = 5c?, 
(b) Étant donné des réels strictement positifs 4, b et c vérifiant la relation (x), donner une 


condition nécessaire et suffisante portant sur le rapport 7 Pour que 4, b et c soient les 


longueurs des côtés d’un triangle de type #. 


Partie II : Arithmétique 


A. Deux familles de triangles 


Dans la suite de l'exercice, on se propose de rechercher les triangles de type #° dont les côtés ont 
des longueurs entières, en commençant par rechercher l’ensemble 7 des triplets (4, b, c) d’entiers 
naturels strictement positifs vérifiant la relation (x). 


On remarque que pour qu'un triplet (4, b, c) d’entiers strictement positifs soit élément de 7, il 
suffit qu'il existe un entier strictement positif #1 tel que le triplet (#14, mb, mc) soit élément de 7, 
de sorte qu’on peut se limiter à rechercher l’ensemble 7 des éléments de 7 sans facteur premier 
commun. 


1. (a) Montrer que si (4, b, c) est élément de 7 alors les entiers 4, b et c sont premiers entre 
eux deux à deux. 
(b) Établir que si (a, b, c) est élément de 7 alors 4 et b sont de parités différentes. 


(c) Montrer que si (4, b, c) est élément de 7 alors 4 et b ne sont divisibles ni par 3, ni par 


4, ni par 5. 
(d) Soit (4, b, c) un élément de 7. Montrer que b° — 44? et 4? — 4b? sont des multiples 
de 5. 
Tee EH > 2 : . 2a+b = 5a 
En déduire qu’il existe un couple d’entiers (a, B) tels que l’on ait { +2 = 58 
Debr= 54 2 , 2-20 2 
ou AUTRE Vérifier alors que l’on a &° + ff = c”, et que a et B sont 


premiers entre eux. 


(e) Si « et B sont des entiers premiers entre eux, les entiers 4 et b qui leur sont associés par 
les relations ci-dessus sont-ils premiers entre eux ? 


On admet désormais le résultat suivant : les triplets (x, y, z) d’entiers strictement positifs sans 
facteur premier commun, vérifiant la relation x? + y? = z° et tels que y soit pair, sont donnés par 
x =u?—?, Y=2uvets = u? + v?, où 4 et v sont des entiers strictement positifs premiers entre 


eux, de parités différentes et tels que # > v, déterminés de manière unique. 


2. On dira qu’un triangle est de type Ÿ% s'il est de type Ÿ et si les longueurs 4, b et c de ses 
côtés sont des entiers sans facteur premier commun. Montrer que pour tout triangle de type 
We, il existe des entiers strictement positifs # et v, premiers entre eux, de parités différentes 
et vérifiant # > v, tels que l’une des deux relations suivantes soit vérifiée : 


(1) (a, b,c) = (2{u? — uv — v?), u? + uv — 1°, u? + v°) 


(2) (a, b, €) = (Zu? + uv — v?), —u? + 4uv + v?, u? + v°?) 


3. Déterminer les ensembles de couples (4, v) d’entiers positifs tels que la relation (1) (respecti- 
vement (2)) conduise à un triangle de type #2. 

4. Établir qu'un triangle de type #4 est donné par une seule des deux relations (1) ou (2). 
On classe ainsi les triangles de type Ÿ en deux catégories disjointes, que l’on notera Ÿ1 et 


W. 


5. Donner les longueurs des côtés des triangles de type #2 dont le « petit » côté c a une longueur 
inférieure ou égale à 50. 


B. Entiers de la forme #° — #v — v° et leurs diviseurs 


On se propose d'étudier les facteurs premiers supérieurs ou égaux à 7 des entiers 4 et b, longueurs 
des côtés BC et C A d’un triangle de type W.. 
1. On note w et w’ les solutions de l'équation x? x —1—0. 
Établir la relation #°? — uv — v° — (u — wv)(u — w'v). En déduire que l’ensemble des 
entiers de la forme #? — #v — v?, où et v sont des entiers relatifs arbitraires, est stable par 
multiplication. 
Que peut-on dire de l’ensemble des entiers de la forme u? + 4uv — v?, où 4 et v sont des 


entiers relatifs arbitraires ? 


2. Soit p = 2q + 1 un nombre premier strictement supérieur à 5 qui divise un entier de la 


2 2 : . : 
— uv — v”, où # et v sont des entiers relatifs premiers entre eux. 


forme # 

(a) Établir les congruences (24 — v)”* = 5v? modulo p et (4 + 2v)° = 54° modulo p. 

(b) En déduire que 57 = 1 modulo p. 

(c) Soit j un entier compris entre 1 et 4, on note r; le reste de la division de 5j par p. Si 
r; < g on pose f(j) = r; ete(j) = 1 ; dans le cas contraire on pose 
f(j) = p—r;ete(j) = —1, de sorte que l’on a dans tous les cas 1 < (7) < g et 
5j =e(j)f(j) modulo p. 
Montrer que les entiers f(1), f(2),..., f(q) sont deux à deux distincts et en déduire 
que le nombre d’entiers 7j, compris entre 1 et g et tels que &( 7j) = —1, est pair. 

(d) Pour tout nombre réel x, on note |x| sa partie entière, à savoir le plus grand entier 
relatif inférieur ou égal à x. 

4 3 2 
Montrer que e 22 SE À est pair, puis que p = +1 modulo 10. 
3. Soient (4, b, c) les longueurs des côtés d’un triangle de type #2. 


(a) Montrer que tous les facteurs premiers impairs de 4 sont congrus à 1 ou à 9 modulo 
10. 


(b) Que peut-on dire des facteurs premiers de b? 


Exercice 1 


À 

2 

2. Plus généralement, soit y une fonction sur Z = [—1, 1] vérifiant y(0) — 0 et pour laquelle il 
existe une constante positive k telle que |y(x)| < k|x| pour tout x de Z. 


1. Onag(x) =5+ 


La fonction Ô définie par Ô(x) = |kx + y(x)| — [kx| coïncide avec y pour x Z 0 et avec —y 


pour x < 0. 

À : ft ; h+t 
On obtient donc une solution en prenant y(x) = > (x) puis f(x) — enr NO (x). 
L'existence de résulte du fait que (#2 — ñ)(x) est de la forme Ax? + Bx. k — |A] + |B| 


convient. 


Exercice 2 


1. (a) Dans le cas contraire, on aurait 9 ! = 70 x 72 x 72 < 71”, ce qui n'est pas avéré. 


(b) Par exemple : 


11819 
ZA 
3 416 


2. On raisonne par l’absurde. Soit M le plus grand produit des lignes et des colonnes du carré. 
On sait que M > 72, et l’on peut supposer que M est le produit des éléments de la première 
ligne. 

L'ensemble des produits strictement inférieurs à 90 que l’on peut former avec trois entiers 
distincts compris entre 1 et 9 est : 


{6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 27, 28, 30, 32, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 54, 56, 60, 63, 64, 70, 72, 80, 84}. 


Supposons M — 84. Aucune autre ligne n’a un produit multiple de 7, mais un produit 
de ligne est multiple de 5. Les produits de lignes sont donc à l’ordre près (84, 80, 54) ou 
(84, 60, 72). 

À l’ordre près des termes sur chaque ligne, on n’a que les trois cas : 
31417 31417 21617 
21518 215,6 31415 
11619 11819 LS 


Supposons M — 80. Le produit de ligne multiple de 7 est nécessairement 63, et, toujours à 


l A wi 0 0 
ordre près, il n’y a qu’un cas: 


21518 
11719 
3|4|6 
Enfin pour M = 72, les produits de lignes sont 72, 70, 72 et il n’y a encore qu’un cas: 
11819 
salt AIR 
3|4|6 


On constate que dans tous les cas les nombres 1 et 9 sont sur une même ligne, donc ne 
peuvent pas se trouver dans une même colonne. 
L'exemple initial montre que la constante 90 est la plus grande possible. 
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Problème 


Partie I : Géométrie 


1. On a 4° = b? + e?, Les médianes issues de À et B ont, dans un repère orthonormal d’axes 


2 
(AB) et (AC), pour pentes respectives V2 et 2 


2 
2. (a) Cercle de diamètre [AB], privé des points À et B. 
(b) Homothétie h(O, 3), O étant le milieu de AB. 


(c) Soit g la mesure de l'angle en © dans le triangle AOC. La formule d'EuCLIDE-AL 


Kasc1i donne ; 
3 
b? = 6? É — cop) ; 


fonction dérivable de y, à dérivée strictement positive, qui prend toutes les valeurs de 
l'intervalle ]1, 4[ lorsque y décrit ]0, x[. L'ensemble demandé est donc ]1, 2. 


— — 
(d) Si l’on note 0 — (; ,OC), H à pour abscisse 3 cos 0 et se trouve sur la hauteur issue de 


12 2 
À, d’équation (3 cos 0 — 1)(x + 1) + 3 sin0y = 0, d’où f(x) = ——— 
9 — x 
1 — x? F1 
La dérivée de x — es au point x est 6 ) du signe de —x sur l'intervalle 


3 
V9 — x? (9 — x2)? 
d'étude ]—3, 3[, d’où le tracé. 
Les droites d'équations x = 3 et x = —3, asymptotes verticales, n’ont pas été représen- 
tées. 
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3. (a) 


(b) 


(c) 


(d) 


Si B' est le milieu de [AC], G décrit le cercle de diamètre B'A privé des points À et B", 
3b 

et C s’en déduit dans h(B", 3), et décrit un cercle de rayon de de centre O tel que 

— 1 — 

Soit g la mesure de l’angle en © dans le triangle AOC. La formule d'EUCLIDE-AL 

KAscH1 donne 


fonction dérivable de y, à dérivée strictement positive, qui prend toutes les valeurs de 


1 
l'intervalle | z 4 | lorsque y décrit ]0, x[. L'ensemble demandé est donc |1/2, 2[. 


Le cercle de rayon minimum passant par À et B est le cercle de diamètre [AB], qui 
—— 1—— 
rencontre en deux points dont la projection K sur (AB) vérifie B'K — 384. 


Si lon note 0 — (2 OB ), À a pour abscisse 3 cos 0 et se trouve sur la hauteur issue 
de C’, d’équation (3 cos 0 + 1)(x + 5) + 3 sin 0y = 0, d’où les équations cartésiennes 
(x +5)(x +1) 


9 — x2 


(x + 5)(x +1) | —x3 + 23x + 54 | 
au point x est ; le numérateur ne 


Vox (9:22) 
s’'annule que pour une valeur de x, appartenant à l'intervalle 15, 6{, et la dérivée est par 
conséquent positive sur l'intervalle d'étude ]—3, 3[, d’où le tracé. Cette fois encore, on 
n'a pas représenté les asymptotes verticales. 


La dérivée de x — 
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4. (a) On peut utiliser la formule de la médiane ou un calcul direct : l’orthogonalité des 


— — — — 
médianes se traduit par la relation (2 CA —-CB)-(2CB —-CA) = 0. Il suffit de 
développer et d’utiliser la relation d'EucLIDE-AL Kasxi. 


(b) La relation 4° + b? = 5c? entraîne clairement c? < (4 + b)?. En revanche la relation 


2 > (a — b)? n'est vérifiée que si — rend strictement négatif le trinôme 


1 b 
x + 2x2 — 5x + 2, c'est à dire pour > < — < 2. On retrouve le résultat du 3.(b). 
a 


Partie II : Arithmétique 
A. Deux familles de triangles 


1. (a) Il est clair que tout diviseur premier commun à 4 (resp. b) et c diviserait également b 
(resp. a). 
Un diviseur premier, autre que 5, commun à 4 et b, diviserait c. 
Enfin si 5 divisait # et b sans diviser c, alors le premier membre de la relation (x) serait 
divisible par 25, et le second membre seulement par 5, ce qui est absurde. 
(b) Si z et b étaient tous deux pairs, il devrait en être de même pour c, ce qui est contra- 
dictoire. 
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B. Entiers de la forme 


1. En utilisant les relations ©? = « + 1 et w’ 


2: 


(c) 


(d) 


(e) 


Si 4 et b étaient tous deux impairs, alors le premier membre de la relation (x) serait 
congru à 2 modulo 4, ce qui est impossible pour le second membre. 


La relation (x) entraîne 4? + b? + «? = Q modulo 3 ce qui n’est possible que si 4, b et 
c sont multiples de 3 — ce qui est exclu — ou premiers avec 3. 

Les entiers # et v étant de parités différentes, nu —uv—v’etu+uv—v sont impairs, 
donc ni 4 ni b ne peuvent être multiples de 4. 

Enfin il résulte de la question l'étude faite à la question précédente que ni # ni b ne 
peuvent être multiples de 5. 


On a b? — 4g° = (b + 24)(b — 24). Il suffit de remarquer que, par exemple, les deux 
conditions 24 + b = 0 modulo 5 et —4 + 24 = 0 modulo 5 sont équivalentes (le 
produit de la première congruence par 3 donne la seconde, le produit de la seconde par 
2 redonne la première). 

Remarquons pour la suite qu’alors si de plus 0 < 4 < 2b et si b < 24, alors le couple 
(a, B) associé à (4, b) est, dans chaque cas, un couple d’entiers strictement positifs. 


Il résulte des calculs du 1.(d) que si à et f sont premiers entre eux, le PGCD de 4 et b 
est soit 1 soit 5, cette dernière éventualité étant réalisée si 2a — B = 0 modulo 5 dans le 
premier cas, ou si 2a + B = 0 modulo 5 dans le deuxième cas. 


. Application directe de ce qui précède, compte tenu du 1.(d). 


h 2:82 
. Il s'agit d’abord de vérifier les conditions 4 > 0, b > 0 et — < — < 2 (détermination de 
a 


signes de trinômes). 


La relation (1) demande que “ > 3 et la relation (2) que 1 < 2 2: 


Il faut également que # et b ne soient pas des multiples de 5, ce qui conduit dans le cas de la 


relation (1) à éviter les couples (4, v) tels que 5 divise # — 3v, dans le cas de la relation (2) à 


éviter les couples (4, v) tels que 5 divise # — 2v. 


. On constate que si, par exemple, 24 — b et 24 + b étaient tous deux multiples de 5, alors il 


en serait de même pour 4 et b. 


. On trouve 2 triangles de type 1 et 3 de type 2 : 


v\u 3 4 5 6 
1 0231179 (58,59,37) 
2- |1(22,19,13) 
3 (38,41,25) 
4 (58,71,41) 


2 _ yy — v° et leurs diviseurs 


2 =! + 1 il vient : 


= uv Na = 4r 0) =U- UV -V? 


! ! ! ! ! 
avec U = uu + vv et V = uv + uv — vv. 


Le trinôme x? + 4x — 1 se prête à des calculs analogues. 


(a) 


Comme 4 et p sont premiers entre eux, la relation #°—#v—v? = 0 modulo p équivaut 
à 4u? — Auv — 4? = 0 modulo p soit (24 — v)? = 51° modulo p ou bien encore 
(4 + 20)? = 5u? modulo p. 


Concours général 2007, corrigé. page 6 


3. 


(b) 


(c) 


(d) 


(a) 
(b) 


Comme # et v sont premiers entre eux, p est premier avec # ou avec v. 

Supposons que ce soit avec v ; comme p est strictement supérieur à 5, il ne divise pas 

5v°, ni par conséquent 24 — v. 

On a alors (24 — v)4 = 5171 modulo p, ce qui, par le théorème de FERMAT, s'écrit 

57 = 1 modulo p. 

Soient j et j’ deux entiers distincts compris entre 1 et g. Comme p est premier avec 

5, r; et rjr sont distincts. Sir; + r; — p, alors p divise j + j’, ce qui est absurde car 

FT pra 

Il s'en suit que l’ensemble { f(1), f(2),..., f(g)} coïncide avec {1,2,...,4}, et 
e(j)f(j) modulo p on obtient : 


qu'en multipliant les congruences 5 j = 
51q!= gle(1}e(2) -: -e(g) modulo p, 


ce qu'il fallait démontrer. 
Lorsque 7 varie de 1à g,onae(7j) = 1 tant que 57 < p/2, puis e(j) = —1 jusqu’à ce 
que 5 ; dépasse p, etc. On obtient le résultat demandé. 


| 4x 3x 2x x 
La fonction x + | | augmente de 2 lorsque x augmente 
10 10 10 10 


de 10. Il suffit donc d’étudier sa parité pour x égal à 1, 3, 7 et 9, ce qui est aisé. 

Vu au 2. 

On a —u? + Auv + v? = Su? — (u — 2v)? = (v + 2u)? — Su?. En utilisant un 
raisonnement identique à celui de la question précédente, on voit que # n’a que des 
facteurs premiers congrus à 1 ou 9 modulo 10. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DES LYCÉES 


SESSION DE 2008 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 
(Classe terminale S) 


DURÉE : 5 heures 


La calculatrice de poche est autorisée, conformément à la réglementation. 


La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appréciation des copies. 


L'énoncé comporte trois exercices indépendants. 


Il n’est pas obligatoire de traiter les exercices dans l’ordre de l'énoncé, à condition d'indiquer claire- 
ment l'exercice et la question traitée en respectant l'indexation du texte. 


Pour poursuivre la résolution d’un exercice, les candidats peuvent admettre les résultats d’une ques- 
tion, à condition de l'indiquer clairement sur la copie. 


Exercice I 


On munit le plan affine euclidien Z d’un repère orthonormé (O, L TX Soit S la courbe d’équation 


X 


: 3 
Fe 5 


1. Quelle est la nature géométrique de S ? 


2. Pour tout couple (u, v) de nombre réels on note U le point de coordonnées (4, v), et pour x dans 
R on note M{(x) le point deS d’abscisse x. On pose 


fu = UM,  gu®= [fu 
(a) Calculer gu,gy, et gy. Résoudre l’équation g7, (x) = 0. 
(b) Donner le tableau des variations de fy (on ne cherchera pas à calculer explicitement le ou 
les nombres réels où fy admet un extremum relatif). 
3. On dira qu’un cercle C de centre U et de rayon UM est tangent en M à S si M est un point de S 
et si les tangentes en M à C etS coincident. 
Soit U un point du plan n’appartenant pas à S, et soit a dans R. Montrer que le cercle de centre 
U et de rayon UM(a) est tangent en M(a) à S si et seulement si g7,(a) = 0. 


4. (a) Montrer que tout point n’appartenant pas à S est centre d’au moins un et d’au plus 3 
cercles tangents à S. 


(b) Pour U n’appartenant pas à S, on note r#(U) le nombre de réels x pour lesquels le cercle 
de centre U et de rayon UM{(x) est tangent en M(x) à S. Pour 1 < i < 3, caractériser par 
une égalité ou une inégalité simple l’ensemble des points U n’appartenant pas à S tels que 
n(U) = i. On pourra être amené à discuter selon le signe de 81u? — 16v°. 


Faire un croquis représentant S et les ensembles trouvés. 
5. (a) Soit a dans R. On note D(a) la tangente en M(a) à S. Donner une équation de D(a). 
(b 


Z 


On note de nouveau U le point de de coordonnées (4, v). Discuter en fonction de u et 
v l’ensemble des solutions a de l'équation U € D(a). 


De 


(c) On suppose que l’équation U € D(a) admet deux solutions distinctes a1 et 4. Montrer 


que, si UM(a1) = UM(@), alorsonau=0. 
(d 


— 


Soit U € @. On suppose maintenant qu’il existe un cercle de centre U tangent à S en deux 
points distincts M et N deS. Montrer que les tangentes à S en M et N sont concourantes, 
et que si l’on note V leur point d’intersection on a VM = VN. 


Des 


(e) Déterminer l’ensemble des points U n’appartenant pas à S pour lesquels il existe un cercle 


de centre U tangent à S en deux points distincts des. 


Exercice II 
1. Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ; doi) On considère un triangle ABC dont 
aucun côté n’est parallèle à l’axe des ordonnées Oy. À toute droite Z non parallèle à Oy on 
associe les points 4’, B' et C’ intersections de Z avec les parallèles à Oy menées par 4, B et C 
respectivement. 
Montrer qui existe une unique droite Z pour laquelle la somme s des longueurs AA'+BB'+CC" 
est minimale, et la caractériser. 


2. Montrer qu'il existe une droite Z pour laquelle la somme s; des distances de À, B et C à 2 est 
minimale. Montrer que cette droite est unique si ABC n’est pas isocèle, et la caractériser. 


Exercice III 
Les comptes « ronds » 


Mon boucher ne compte jamais les centimes. Par exemple, j'ai pris 300g de filet à 34,3 euros le kilo, 
240g de viande hachée à 8,6 euros le kilo, et 640g de blanc de poulet à 12,99 euros le kilo : j’ai payé 10 
euros pour le filet, 2 euros pour la viande hachée et 8 euros pour le poulet, soit 20 euros en tout. 


1. En ramassant deux tickets tombés par terre, le boucher lit : 
— 750g de côtelettes, 250g de rôti. Total : 18 euros; 
— 250g de côtelettes, 500g de rôti. Total : 17 euros. 
Quels peuvent être les prix possibles pour le kilo de côtelettes et le kilo de rôti (on donnera 
toutes les solutions) ? 


2. Pourquoi est-ce que la donnée de tous les tickets de la journée ne peut en aucun cas permettre 
de déterminer le prix exact de chacun des produits vendus ? 


Concours général 2008 
Mathématiques 
Éléments de correction 


Exercice I 
1) S est une parabole, dont le sommet est le point de coordonnées (0, -3/2). 


2-a) On a 


2 2 
gut=t-ut+[e-5-v) : 
3 2 


guy) =2(x-u)+ 


“pe 3 | 4 ‘Av 
3 F d 


Posons Qy = {xEeR| gp) =0}OnaQy={xeR|x°= v}. Donc Qu = @ si v < 0, Qu = {0} si v = 0,et 
Qu = {—-Vv, Vv} si v > 0. 
2-b)Siv <0,ona gy (x) > 0 pour x z 0,et guy (0) > 0, donc gu est strictement croissante sur R. Comme 
nest, (x) = —-co et lime (x) = +00, on voit que dans ce cas il existe un unique réel x, tel 
que g7; (x0) = 0, et que gy,(x) < 0 si x €] —- co, xol tandis que g’(x) > 0 si x E]xo, +oœol. Donc guy est 
strictement décroissante sur ] — co, xo] et guy est strictement croissante sur [xo, +ool. 

4 
Supposons maintenant que v > 0. Alors # (x) = 3 (x—Vv)(x+vv), donc &U est strictement croissante 
sur ]—co,-v], strictement décroissante sur [—1, /v] et strictement croissante sur [v,+ool. 


On a donc g,,(-Vv) > g/(Vv). D'autre part on a 


4 Av 4 Av 16 ,[x? 
L (—x)g!,(x) = d'É < zu)| x x 2u)=au-Sx(E 0) 
Su CTx8u 09 9 3 9 3 9 


16 
= Au? —x2(x2 3). 
81 
En particulier on a 


64 4 
gut-Vu)g, (VV) = au? - rl = alu — 160). 


Si 81u? —16v° > 0, on a deux possibilités 


-ou bien g,(—-Vv) > g,(vv) > 0. Dans ce cas g7, (x) z gy(Vv) > 0 pour tout x z -v. Comme gy, est 
strictement croissante sur ]—oo,-v], et comme line (x) = —-co, on voit qu'il existe un unique 
Xo €] - ©, -Vv1 tel que g7, (%o) = 0, et que g7, (x) < 0 pour x < xo tandis que g,(x) > 0 pour x > Xo. 


-ou bien gr, (Vv) < g,(-vv) < 0. Dans ce cas gr, (x) < gi, (-Vv) < 0 pour x < Vv. Comme g, est 
strictement croissante sur [Ÿv,+oo, et comme RU (x) = +, on voit qu’il existe un unique 
Xo EI VV, +ool tel que g7, (x0) = 0, et que g7,(x) < 0 pour x < x9 tandis que g7,(x) > 0 pour x > xo. 


De même si 81u? — 16v° = 0, on a deux possibilités 


-ou bien g/,(—-Vv) > gy(Vv) = 0. Dans ce cas g7, (x) > gy(Vv) = 0 pour tout x e [-v, Vv[U]Vv, +ool. 
Comme g7, est strictement croissante sur ] —0o,-vv], et comme limz__g7;(x) = —, on voit qu’il 


existe un unique x9 €] -co,-v| tel que gr (%Xo) = 0, et que &y (x) < 0 pour x < x9 tandis que gu (x) > 0 
pour x €]xo, Vv[U]Vv, +ool. 

-ou bien 0 = g7,(-Vv) > g,(vv). Dans ce cas g7,(x) < gy(—-Vv) = 0 pour tout x €] -c,-Vv[U] — 
Vv,+vv]. Comme g7, est strictement croissante sur [ VV, +ool, et comme limx_.87, (x) = +0, on voit 
qu'il existe un unique xo €] Vv, +ool tel que gy, (x) = 0, et que g7,(x) < 0 pour x €]-co,-v[U]-v,x0ol 
tandis que gy,(x) > 0 pour x > xo. 


Comme 81u? — 16v° > 0 si v < 0 on voit que si Blu? — 16v° > Oil existe xo € R telle que gy soit stricte- 
ment décroissante sur ] — co, xl et strictement croissante sur [xo, +. 


Comme fu = Vgy, et comme la fonction x — x est strictement croissante sur [0,+oco[, on voit que 
fu est strictement décroissante sur ] — co, xo{ et strictement croissante sur ]0, +. 


2-c) Supposons maintenant que U # W. On a alors 81u? — 16v° < 0. En particulier v > 0 et gut- 
Vv)gy(vv) < 0. Donc g,(-Vv) > 0 > gr, (Vv). Comme g7, est strictement croissante sur ] —oo,-vvl, 
strictement décroissante sur [—-v, /v] et strictement croissante sur [Ÿv,+l[, on voit qu'il existe 
un unique Xo €] - 00 - Vv[, un unique x1 €] — Vv, vi et un unique x2 €] v,+ol tels que g7; (x0) = 
gun) = gy 2) = 0, et que g7,(x) < 0 pour x €] —- 00, xol, gr, (x) > 0 pour x E]xo,x1l, gy, (x) < 0 pour 
x Elx1, xl et que g7,(x) > 0 pour x €]x2, +ool. De même que plus haut, ceci entraine que fy est stric- 
tement décroissante sur ] — æ, xo], strictement croissante sur [xo,xX1], strictement décroissante sur 
[X1,x2] et strictement croissante sur [x2,+ool. 


3) Soit a € R, et soit C le cercle de centre U et de rayon UM{(a). La tangente en M(a) à S a pour vecteur 


>: 24> raser x a 3 ré 
directeur i + 3 etle vecteur UM, =(a-u)i+ CG a v)j est orthogonal à la tangente en M(a) à C. 
2 


> 24> + 4 
On voit donc que les tangentes à C etS en M{(a) coincident si et seulement si F + a j | ; C u)i+( 3 
0.Ona 


F+ #5) CACHET nee )- #0 
si RL ER RUGE E 


Par conséquent les tangentes à C et S en M(a) coincident si et seulement si g}, (a) = 0. 


4-a) Soit M € P\S. On sait d’après la question précédente que le cercle de centre U et de rayon UM(x) 
est tangent à S en M(x) si et seulement si g7,(x) = 0. D'autre part g7, est une fonction polynômiale de 
degré 3, donc l’équation g'(x) = 0 possède au plus trois racines réelles. Comme limx_c0g7;(x) = —-00, 
et comme liMy_+0087y (x) = +oo, cette équation possède au moins une racine réelle. Donc n(U) ne 
peut prendre que les valeurs 1, 2 ou 3. 

4-b) D'après la discussion des questions 2-c et 2-d, on sait que si 81u? — 16v° > 0, alors l'équation 
gy (x) = 0 possède une solution sur R, et que si 81 u? —16v? < 0 alors l'équation guy (x) = 0 possède 
trois solutions distinctes sur R. On a vu également que si v > 0, et si 81u? — 16v° = 0, alors l'équation 


gy (x) = 0 possède exactement deux solutions sur R. Comme 8lu? — 16v° > 0 pour v < 0, il ne reste 
3 


Ax 
plus qu’à examiner le cas où u = v = 0. Dans ce cas g7,(x) = ——, donc léquation g;, (x) = 0 admet 0 


comme unique solution. On obtient la classification suivante, pour U e 15, : 
-si 81u? — 16v° > 0, ou si u = v =0, alors n(U)= 1: 
-si 81u2 — 16v° = 0, avec v > 0, alors n(U) = 2; 
-si 81u? — 16v° < 0, alors n(U) =3. 
2 


. : | a” 3 2a , 2 3 
5-a) La droite D(a) a pour équation y 3 + > = 3 (x — a), ce qui donne 4° -2ax + +3(y + 5) = (0. 


2 


v)j = 


5-b) L'équation U € D(a) est équivalente à l'équation 


3 
d—2au+8(v+>)=0. 


Fat s ni 3 He-3 Lu. 4? 8 
On reconnait une équation du second degré, avec À = u”-3(v+ 3) = LE 2 v). Donc si v > à co 
2 2 


de : . u® 3. à : u® 3. 

il n’y a pas de solution, si v = > il y a une solution et une seule, et si v < — — 5’ il y a deux 
solutions distinctes. Ceci s’interprète géométriquement : si U est situé au dessus de S$, il n’y a pas de 
solution, siueS, il y a une solution et une seule, et si U est situé en dessous de S, il y a deux solutions 
distinctes. 


Notons que si U € S la solution unique est a = u, ce qui traduit le fait évident que si U € S alors 
U € D(u). 


5 ù ; 3 
5-c) Comme a, et a sont les deux solutions de l'équation a —2au++3(v + 5 =0,onaa;+a2=2u 


3 
et 4142 = 3(v + 5): SiUM(a;) = UM{(a), on a gy(a1) — gu(a2) = 0, ce qui donne 


a 3\ a 3) 
o=tu-ant tua [ L+ | Ê 24 | 


a-a{  a?+a 
= (2u — 41 — 42)(a2 — 41) + 3 San 0 


ee (2 (@+a) , 2 +3) eu )(2 au? +6) 
= — (4-4 VU — ——— +-aa = — (4-4 U——+2v 
qe M 3 aie 3 (4274 3 


“te ao n+i] 
is rl" 


2 
ue ; nez u* 3 . 
Comme 41 # @, il résulte de la question précédente que v — 3 + 5 < 0, et on obtient u = 0. 


2a 
5-d) La pente de la tangente en M(a) à S étant égale à —, les tangentes à S en deux points distincts 


de S sont concourantes. Supposons maintenant que U est le centre d’un cercle tangent à S en deux 
points distincts M et N deS, et soit V le point d’intersection des tangentes en M et N à S. Alors U 
appartient à la médiatrice D de MN, les droites (UM) et (UN) sont symétriques par rapport à D, 
et les droites (V M) et (VN), qui sont respectivement orthogonales à (UM) et (UN), sont également 
symétriques par rapport à D. Leur point d’intersection V appartient donc à D, et VM=VN. 


5-e) Supposons de nouveau que U est le centre d’un cercle tangent à S en deux points distincts M et 
N deS, et soit V le point d’intersection des tangentes en M et N à S. Il résulte de la question 5-c que V 
appartient à l’axe Oy. Comme S est symétrique par rapport à Oy, la symétrique de la droite (V M) par 
rapport à Oy est tangente à S au point M, symétrique de M par rapport à Oy. Donc M; = N. Comme 
(UM) L (VM), et comme (UN) L (VN), on voit que (UM) et (UN) sont symétriques par rapport à 
Oy,etU eOy. On a M = M(a), avec a Z 0. Soit v l’ordonnée de U. On a (UM(a)) L D(a), donc 


o=(ai(S-5-0)à.fr 2) 
L = [+ — 
3 2 4 ai 


a 
PORCUE 0 


L ensemble W est la partie du plan située au dessous de la courbe T, et comprend aussi T 


12 I 


I 
La courbe S 
La courbe T d équation 81x21 6y°=0 


_2 1 L L L l 
-6 4 2 0 2 4 


Réciproquement supposons que U a pour coordonnées (0, v), avec v > 0. Posons a = V3v. Le calcul 
précédent montre que la droite (UM(a)) est perpendiculaire à la tangente à S en M(a) et que la droite 
(UM(-a)) est perpendiculaire à la tangente à S en M(-a). 

Comme U € Oy, etcomme M{(a) et M(-a) sont symétriques par rapport à Oy,onaUM(a) = UM(-a), 
et le cercle de centre U et de rayon UM(a) est tangent à S en M(a) et M(-a). 

On voit donc qu'il existe un cercle de centre U tangent en deux points distincts à S si et seulement si 
U est un point de l’axe O y d’ordonnée strictement positive. 


Exercice II 


1. Soit y = mx+p l'équation de , (a, a’) (b,b') et (c,c') les cordonnées cartésiennes de 4, B et C 
respectivement. Par hypothèse a, b et c sont distincts.L'expression de s est 


s=f(m,p)=|Ima+p-a|+Imb+p-b'|\+|mc+p-c'|. 


Fixons m et supposons par exemple a <B<y,oùa=a -ma,B=b-mbety=c-mec.La 
fonction p — f(m,p) est continue, affine sur chacun des intervalles ]-co, a] , [a, B] , [B,y] et 
[y, +oo[, avec comme pentes sur ces intervalles -3, 1, 1 et 3 respectivement. Elle atteint, dans 
ce cas de figure, son minimum strict en f. 

On en déduit que l’on peut se limiter à étudier les droites passant par un sommet du triangle. 
Supposons que la droite Z passe par À. On a donc p = a - ma et 


s=Im(b-a)+a -b'|+|m(c-a)+a'-c'|. 


s est encore continue, affine par morceaux et de pente croissante. Sa pente change aux points 
b'- a! c'— a! 

et 
b—-a , c-a. 

est un côté du triangle. 


, pentes des côtés AB et AC, et elle atteint donc un minimum strict lorsque Z 


L'examen de la figure montre que le minimum absolu strict est atteint sur le côté dont les som- 
mets ont les abscisses extrêmes. 


. L'expression de s, est analogue : 
Ima+p-a'|+imb+p-b'|\+|mc+p-c'| 
Vl+m? 


et le même raisonnement qu’à la question précédente montre que parmi les droites de pente 
donnée, un minimum absolu strict est atteint pour une droite passant par un sommet du tri- 
angle. 


S1 = g(Mm,p) = 


Considérons les droites Z passant par À: 


Lorsque % est extérieure au triangle, s, vaut deux fois la longueur ZK, où I est le milieu de BC et 
K son projeté sur Z. K se trouve sur le cercle de diamètre TA et s1 est minimal lorsque la droite 
% égale (AB) ou (AC). 

Lorsque % est intérieure au triangle, s, est la mesure de la projection orthogonale de [BC] sur 
une direction orthogonale à . Elle est maximale si Ÿ est la hauteur issue de À (si cette dernière 
est intérieure au triangle) et minimale lorsque la droite Z égale (AB) ou (AC) — en effet la 
fonction cos est décroissante sur [0,7]. 

Le minimum de 5, est atteint pour le côté correspondant à la hauteur la plus courte, c’est à dire 
le côté Le plus long. 


Exercice III 


1. Notons |x] la partie entière d’un réel x. 
Les deux tickets donnent les informations suivantes sur le prix r du kilo de côtelettes et Le prix 
s du kilo de rôti: 
L0,75r]+10,25s] = 18 
10,25r] + 10,505] 17 
qui entraînent les inégalités 
18 < 0,75r+0,255 < 20 
17 < 0,25r+0,50s < 19 
Ces inégalités permettent de situer le point de coordonnées (r, s) dans le parallélogramme ABDC 
représenté ci-dessous 


dont les sommets ont pour coordonnées A(15,2,26,4), B(18,4,24,8), C(13,6,31,2) et D(16,8,29,6). 
On sait en particulier que 13,6 < x < 18,4 et 24,8 < y < 31,2. 


4 
— La fonction x [0,75x] change de valeur tous les multiples de — ; 


— la fonction x [0,25x] change de valeur tous les multiples de 4; 


— la fonction y -— [0,5y| change de valeur tous les multiples de 2; 


- la fonction y— [0,257] change de valeur tous les multiples de 4. 
4k A(k+1) 


supposons r € - 


» 


etse{[2k',2(k'+1)[ ,ona les tableaux: 


k 10 | 11 | 12 | 13 | 14 
[0,75r] | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 
[0,25r] | 3 | 3 | 4 | 4 | 4 

k' 12 113 14 | 15 
10,255, 6/6 |7|7 
[0,505] | 12 | 13 | 14 | 15 


qui permettent de constater que les solutions sont données par (k, k') = (11,14) ou 


44 52 
(k,k') = (12,13), soit (r,s) € = 16] x [28,30[U |16, _ x [26,28[, ensemble représenté par les 


rectangles P,Q1R1S1 et P2Q2R2S2 dans la figure. 


. Supposons que les prix des produits vendus soient notés (a1,42,...,a)) (l y a un nombre fini 
de produits à vendre). Le ticket de caisse numéro k fournit une information du type 


(Ex) Lei] ++ Ar pxp] = be 


équation dont le p-uplet (a1,a2,.…..,a)) est solution. Or, pour tout À strictement positif, la fonc- 
tion x |Ax] est constante sur un petit intervalle de la forme (ap; ap + El. 

On peut alors montrer par récurrence sur k la propriété suivante : il existe 74 > 0 tel que tous 
les p-uplets (X1,X2,..., Xp) tels que x; € [a;,a; +n,[l pour tout i, sont solutions de (E1), (E2), 
(£+). En effet, en supposant 7£ construit (on peut poser 70 = 1), on considère (£1,€2,...,€p) tels 
que LAx+1,:X] soit constant sur [a;, a; + e;[. Il suffit alors de poser 7x,1 = min(mK,€1,...,€p). 

Au final, l’ensemble des prix satisfaisant aux ñn tickets de la journée contient un produit d’inter- 
valles de longueur strictement positive. Il ne sera donc possible de déterminer aucun des prix 
exacts des produits vendus. 
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Exercice I 
Analyse 


Le but de l'exercice est la recherche des fonctions f définies sur R, à valeurs dans l'intervalle [—1, 1], 


vérifiant pour tout réel x la relation f (2x) = 2 f(x)” — 1, telles que f (0) = 1 et que 


1 f(x) 


admette 


une limite lorsque x tend vers 0, que l'on notera 4. 


On rappelle que tout x de [—1, 1] s'écrit de façon unique x = cos(@) avec 8 dans [0, 7]. 


l: 


2. 


1—- 6) 1 
_ ) _ _ (On pourra utiliser une formule donnant cos(2x)). 

20 mg 

(b) Montrer, pour Ÿ dans Lo | , les relations : — < sin(8) et cos(8) < 1 — —. 
7 T 


(a) Vérifier lim 
80 


Soit f une fonction solution du problème On se donne un réel x et l'on pose, pour tout entier 


naturel #, f (=) = cos(6,), avec 8, dans [0, 7]. 


(a) Montrer que f est continue en 0 et que lim 8, = 0. 
n— co 
is an : a ê, 
(b) Vérifier l'existence d’un entier N tel que pour 7 > N on ait 8,1 = 3” 


(c) Établir que 4 est positif et que f(x) = cos (x V2a). 


Exercice II 
Probabilités 
Jouons aux dés 


Je joue avec 4 dés à 20 faces. Chacun de ces dés, dont la forme est un icosaèdre, a ses faces numérotées 


1 
de 1 à 20. Lorsqu'on le lance, chaque face apparaît sur Le dessus avec la même probabilité de 20 


Lorsque, parmi les 4 dés, une face apparaît au moins deux fois, je marque le nombre de points corres- 


pondant à cette face. Ainsi : 


avec la combinaison 3 - 4 - 12 - 16, je ne marque rien ; 
avec la combinaison 2 - 8-11 - 11, je marque 11 points; 
avec la combinaison 4 - 9 -9 - 9, je marque 9 points ; 
avec la combinaison 7 - 7 - 14 - 14, je marque 21 points; 


avec la combinaison 2 - 2-2 -2, je marque 2 points. 


Quelle est la probabilité que je ne marque rien ? 


. Soit 4 compris entre 1 et 20. Déterminer pour tout # < 4 la probabilité d’avoir exactement # 


nombres 4 parmi les dés lancés. 


. Pour tout 4 on note X, la variable aléatoire qui vaut 1 s’il y a au moins deux dés égaux à 4 parmi 


les quatre du lancer, et à 0 sinon. 
Préciser la loi de X’, et exprimer le gain G à l’aide de ces variables. 


Combien de points puis-je espérer en moyenne ? 


2 


4. Quelle est la probabilité que je marque exactement 8 points ? 


On suppose à partir de maintenant qu'après avoir lancé les 4 dés, je sois autorisé à relancer entre 0 et 4 
dés pour améliorer mon score. 


5. J'ai obtenu 11 -7-2-2. J'hésite entre tout relancer, garder le 11, et garder les deux 2. Que dois-je 
faire ? 


6. On suppose que j'ai obtenu 4 dés différents 41 > 42 > 43 > 44. Quels dés dois-je relancer ? 


Exercice III 
Arithmétique 


Étant donné deux entiers 4 et b, on désigne par [4, b] l'ensemble des nombres entiers compris au sens 
large entre 4 et b. 


On considère une suite finie à # termes U = (#1, u2,...,uy). 


On dit qu’un entier strictement positif p est une période de U si l'on à #; = #;,, pour tout entier z tel 
i i+p 
que 1 < z < 7 — p. Une suite peut avoir plusieurs périodes. 


1. On considère deux entiers strictement positifs a et b premiers entre eux. 


(a) On définit r comme le reste de la division de £a par 4 + b. Montrer que lorsque £ varie 
dans [1,4 +b—11],r; prend toutes les valeurs de [1,4 + b — 1]. 


(b) En déduire que si 4 et b sont périodes de U et six > 4 + b — 1 alors U est constante. 


2. On suppose à présent que 4 et b sont des entiers strictement positifs de PGCD 4. Montrer que 
si U est périodique de périodes z et b et sir > a +b —d, alors U est de période d. 


3. On considère deux entiers z et b strictement supérieurs à 1 et premiers entre eux. 


(a) Montrer que l’on peut partager l'intervalle [1, 4 +b —2] en deux sous-ensembles non vides 
A et B de manière que la suite VW égale à 1 sur À et à 0 sur B soit de périodes 4 et b. 


(b) Le partage obtenu à la question précédente est-il unique ? Montrer que, pour tout x de 4, 
a+b—1-x est dans 4. Quelle propriété de la suite  traduit-on ainsi ? 


Exercice I 


1. (a) Par cos(28) = 2cos”(8) — 1 et lim _ =]; 


(b) Par variation pour la première et par intégration de la première entre 0 et 9 pour la deuxième. 


2. (a) Par continuité de f en 0 (1- f(x) < 4x°) lim cos(8,) = 1, donc 8, est dans Lo > pour 

ñn assez grand. 

PCIe 
Pour de tels n @, < —{— et donc lim 8, = 0. 
D’après la relation satisfaite par f, on obtient : cos(8,) = cos(28,,:). 
2 
Donc si on choisit un rang N à partir duquel 8, est dans [0, . on obtient : 4,1 = à 
=. Ox X ” Ov 
(b) On aura donc : 8, = Tes «f(+) es: 
— 1 — ô 1 
Mais, lim Fe) = a etlim Jesse) = —, 
x—0  x2 8—0 @? 2 
2 
| On , \ X 
donc lim = 24, a > 0 et, au signe près, 0n = —.V24. 
n—0co 2n-N _—_ 2N 
27 
2 
On obtient : f (5) = cos Üx = cos () puis par récurrence sur # < N, 
2 
f =) = cos ) ce qui donne le résultat pour # = N. 
Exercice II 
20X19xX18x17 116280 2907 
1. La probabilité que je ne marque rien est 30: 00 000 0,72675. 
19% 130321 195 27436 

2. Loi binomiale : P(N, = 0) = = PIN, =1)=4%* PIN,=2)= 


204 1600007 204 1600007 


19° 2166 19 76 1 
ue ,P(N,=3)=4 = ,P(N,=4)= —. 
. 20% 160000 ( 3) 20% 160000 ( 20 
224 
3. X, est une variable de Bernoulli de paramètre P(N, > 2) = _—… = p. Soit G le gain, ona 
20 
G = DAX donc 
a=l 
20x21 _ 471030 
E(G)= = 2,94 
(GER 2 160000 : 
19X18x6 2052 76 
4, A de gain :P(88x y) = x ET ; P(888x) = P(N3 = 3) = 50e ? (8883) = 
T7 les trois P(xx yy) = pi EC X > yetx+7y=8 (trois couples possibles). Total : 
2052+76+1+3X6 2147 


= 1, 34% 


204 160000 


5. Si je relance tout, l'espérance de gain est celle de G précédemment calculée. 


1 
Si je garde les deux 2, la probabilité du motif 22xx, à x 7 2 fixé, est nc et dans ce cas je gagne 
2+ x, dans le cas contraire je gagne 2. Ainsi l'espérance de gain est 
1008 


E(GN= EE + (1-5) 2e ae = 2,52 


Si je garde le 11, soit M, le nombre de 4 dans les quatre lancers. Si 4 Z 11, la loi de M, est 


19° 3 x 19? 3 x 19 1 
P(M,=0)=—,P(M,=1)= , P(M,=2)= ,&P(M,=3)=—. 
( ) TE ( ) TE ( ) TE ( ) TE 
Lutte 58 , 1141 
En particulier, P(M, > 2) = ——. Pour M,1, on décale tout de 1 eton a P(M;, > 2) = ——. 
2000 8000 
L'espérance de gain est alors 
E(G") = ÿ axP(M,>2)+11xP(Mi > 2) 
afll 
199xS8+11x1141 : 24093 3.01 
8000 _ 8000 
Conclusion : il est préférable de garder le 11, mais de peu. Il n'est pas intéressant de garder les 2... 
471030 


6. Si je relance tout, l'espé de gain est go = 
RSR sntenE RE Aners ee S 


Si je garde 41, l'espérance de gain est (cfles calculs précédents) : 


(210-4)x58+1141x41  12180+ 10834: 


gta) 8000 7 8000 
Si je garde 4; > 4, l'espérance est 
gay) = 0 X (210 — 4; — 42) (motif 4,4xx) 
D x(a+a)  (motifaiaux) 
= — motif 4,4244X 
400 41 T 42 14248 
= 00 X (41 +42) (motif 41424142) 
jee 210+39(41 +42) 
tain VA RE RE" 
et ainsi g2(41, 42 M 
ZA +a+a; 


Si je garde 41 > 42 > 43, l'espérance est g3(41, 42, 43) = 20 


Enfin, si je garde tout, je ne gagne rien. 
On résout les inégalités : 
L1?£go— 4 > 10,5 
387030 
15600 
471030 
8000 
Enfin g2 > g, — 78042 > 7980 + 30341, mais comme 4, < 4, — 1, l'inégalité g: > g1 implique 
que 780(4, — 1) > 7980 + 3034, et donc que 4, > 18, 36. 


£2 7 Lo — 41+422 = 24,8 


L3? Lo — 41+42+432> = 58,88 impossible! 


Pour résumer, la démarche est la suivante : si 42 > 18, garder 4, et 42. Sinon, si 41 > 11, garder 
uniquement 4,. Sinon tout rejouer. 


(a) 


Exercice III 


a et b étant premiers entre eux, il en est de même pour 4 et 4 + b ; il s'en suit que £a n'est 
divisible par 4 + b que si 4 + b divise £, et par conséquent les entiers rx, 1 <k <a+b-—1, 
sont bien éléments de [1,4+b-—1]. 

Il suffit donc de montrer que ces entiers sont distincts. Or r4 = r} si, et seulement si, 4 +b 
divise 4(k — 7), c'est à dire 4 + b divise (k — 7), soit & = / puisque |k —/| < 4 +b. 

La différence 7,1 — rx vaut 4 ou —-b selon que 7, est inférieur ou supérieur à . 

Donc U(rz) = U(rx+1) et d’après ce qui précède et une récurrence finie, U est constante 
égale à U(a) sur [L4+b-—1]. 

Supposons U(j) définie pour un j > 4+b.Il existe g entier tel que j = 4q+r avecl <r < 4 


doncr e [1,2+b—1]. Alors U(j) = U(r) = U(a). 


2. Posons 4 = da”, b = db’ et soit; dans [1, 4]. 

La suite qui à £ associe #;4(&-14 est définie pour z +(k—1)4 < 4 + b — d donc en particulier 
pour # dans [1, 4° + b"— 1]. Elle admet 4’ et D, qui sont premiers entre eux, pour période, donc, 
d’après la question précédente, elle est constante. C'est le résultat annoncé. 


2. 


(a) 


Puisque b est au moins égal à 2,ona 7; = 4 <a+b-—1.L'entier #7 tel quer,, =4+b-—1 
est donc au moins égal à 2. 

Par ailleurs 7,44-1 = b < 4 + b — 1, donc #» est au plus égal à 4 + b —2. 

Prenéns A =fri= arm sell fra = Lu: = 0h d'et 
B sont non vides et la suite n'est pas constante. 

Montrons que V est de période 4. Soit ; un entier au plus égalàz+b-—-2-4=b-2.0n 
a donc =rg aveck £m-—letk #a+b-—1 doncsii est dans À (respectivement B), ilen 
est de même pour À +4 = rp41. 

Montrons que V est de période b. Soit ; un entier au plus égalàaz+b-2-b=4-2.0On 
a donc, pour un certain £, à = r4, reste de la division de r4_1 + 4 par 4 + b. On constate 
pareillement que si ; est dans À (respectivement B), il en est de même pour ; +b = 73 1. 
La décomposition est unique à l'échange près de 4 et B car les propriétés de périodicité 
font que si par exemple 4 = r, € À, alorsr2,….,r,-1 sont dans 4. 

La suite k — V(a+b—1—K) possède les mêmes propriétés que F. Par unicité elle est égale 
à V : V'est un palindrome. 


